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1 Einleitung
1.1 Motivation und Ziel der Arbeit
Strukturen aus glasfaserversta¨rktem Kunststoff finden in Ingenieurkonstruktio-
nen ein breites Anwendungsspektrum. Sie werden beispielsweise in der Luftfahrt-
industrie in Flugzeugru¨mpfen, Tragfla¨chen, Seitenleitwerk oder Radomen wegen
ihres geringen Gewichtes bei gleichzeitiger hoher Steifigkeit verwendet. Des weite-
ren ko¨nnen die anisotropen Materialeigenschaften dieser Strukturen auf die vor-
liegenden Belastungsrichtungen zugeschnitten werden. Diese Eigenschaft macht
die faserversta¨rkten Kunststoffe auch fu¨r Karosserien von Rennwagen interes-
sant, die ebenso wie Flugzeuge sta¨ndigen dynamischen Belastungen ausgesetzt
sind. Ein weiteres Anwendungsfeld fu¨r derartige Strukturen findet man im Bau-
ingenieurwesen in Form von faserversta¨rkten Schornsteinen, die durch Windbe-
lastung zur Schwingung angeregt werden. Unter sicherheitstechnischen Aspekten
werden faserversta¨rkte Kunststoffe unter Explosionsbelastungen untersucht. Zur
Untersuchung all dieser dynamischen Belastungen sind effiziente Modellierungs-
und Validierungsmethoden notwendig. In der Literatur stehen fu¨r diese Zwecke
eine Vielzahl theoretischer Modelle und numerischer Simulationsmo¨glichkeiten
zur Verfu¨gung. Allerdings sind diese Berechnungsmethoden nicht einheitlich und
die berechneten Ergebnisse unterliegen angesichts Streuungen in den Materialei-
genschaften starken Schwankungen. Um die Zuverla¨ssigkeit des vorhergesagten
Strukturverhaltens beurteilen zu ko¨nnen, sind daher Vergleiche zu im Experi-
ment gemessenen Verformungen notwendig. Hierfu¨r stehen jedoch in der Lite-
ratur wenig experimentelle Daten zur Verfu¨gung, insbesondere wenn es sich um
Experimente handelt, die bei hohen Dehnraten in Messdauern von wenigen Mil-
lisekunden ablaufen.
Ein Teilziel dieser Studie ist herauszufinden, welche Art der Werkstoffmodellie-
rung fu¨r den betrachteten Dehnratenbereich geeignet ist. Dazu werden neben
der Modellierung stoßartige Belastungen auf diese Strukturen in einem Stoßwel-
lenrohr nachgestellt und Verformungen sowie Belastungen mittels Kurzzeitmes-
stechnik dokumentiert. Aufgrund der pra¨zisen Wegmessungen im Bereich von
1/100 mm wird auf diese Weise eine Referenzverformung geschaffen, die mit den
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berechneten Ergebnissen verglichen wird. Ziel der Arbeit ist die Entwicklung eines
theoretischen Modells, mit dessen Hilfe die Verformungen von Platten aus glas-
faserversta¨rkten Kunststoffen bei dynamischen Belastungen vorhergesagt werden
ko¨nnen. Die Gu¨te des Modells wird experimentell validiert.
1.2 Theoretisches Modell und Stand der For-
schung
In der vorliegenden Arbeit wird das Verhalten du¨nnwandiger Platten und Scha-
len untersucht, die impulsartig durch Stoßwellen belastet werden. Dabei werden
sowohl geometrische Nichtlinearita¨t als auch geschwindigkeitsabha¨ngiges Materi-
alverhalten erfasst. Als Material fu¨r die Platten wird glasfaserversta¨rkter Kunst-
stoff gewa¨hlt.
Um eine mo¨glichst genaue Vorhersage des Strukturverhaltens machen zu ko¨nnen,
wird eine geometrisch nichtlineare Schalentheorie angewendet. In den Struktur-
verformungen treten Dehnraten bis ca. 100/s auf, so dass ein durch Material-
pru¨fversuche bestimmter Elastizita¨tsmodul unter quasistatischen Bedingungen
nicht notwendigerweise auf die Stoßwellenrohrversuche u¨bertragbar ist. Statt-
dessen ko¨nnten bei den tatsa¨chlich vorhandenen Dehnraten Vorga¨nge auf mi-
krostruktureller Ebene eine Rolle spielen, die eine Auswirkung auf den Elasti-
zita¨tsmodul haben ko¨nnten. Dies kann beispielsweise durch Reibeffekte zwischen
Glasfasern und Umgebung hervorgerufen werden, die innerhalb von Millisekunden
auftreten ko¨nnen und Temperatura¨nderungen wa¨hrend der Stoßdauer hervorrufen
ko¨nnen. Diese Effekte auf mikrostruktureller Ebene werden in der vorliegenden
Arbeit nicht separat modelliert. Dies bedeutet, dass die entsprechenden dissipa-
tiven Effekte in der Modellierung nicht gesondert beru¨cksichtigt werden. Um das
Werkstoffverhalten richtig zu erfassen, kommt daher der Bestimmung des Elasti-
zita¨tsmoduls eine hohe Bedeutung zu.
Zur Modellierung des Strukturverhaltens wird eine Schalentheorie verwendet, um
die vorliegenden Untersuchungen im Rahmen weiterer Arbeiten auch auf ande-
re Strukturen als Platten u¨bertragen zu ko¨nnen. Dabei sollen mo¨glichst viele
Effekte erfasst werden, die im Experiment Einfluss auf das Verformungsverhal-
ten du¨nnwandiger Strukturen haben ko¨nnen, beispielsweise Schubdeformationen
und geometrische Nichtlinearita¨t. In Schalentheorien von Koiter [63], Reis-
sner [104], Pietraszkiewicz [95], Leonard [70], Sanders [109], Bas¸ar [7],
Bas¸ar und Kra¨tzig [10] und Schmidt [111] wurde die Kirchhoff-Love-
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Hypothese benutzt, bei der die Schubverformung vernachla¨ssigt wird. Mit die-
ser Annahme konnten die Verformungen von du¨nnen Schalen zufriedenstellend
wiedergegeben werden, da bei schlanken Tragwerken der Schubeinfluss oft ver-
nachla¨ssigbar ist. Darauf aufbauend wurden Schalenmodelle entwickelt, die eine
Schubdeformationstheorie erster oder ho¨herer Ordnung zur Erfassung von Ver-
formungen des Schalenquerschnitts benutzen, siehe Naghdi [80], [81], Dong und
Tso [28], Whitney und Sun [129] sowie Reddy [101]. Wenn der Einfluss der
Schubverformungen auf das Verformungsverhalten beurteilt werden soll, werden
in der Literatur meist statische Probleme untersucht, wobei erst bei dicken Scha-
len ein wesentlicher Einfluss der transversalen Schubanteile erkennbar wird. Be-
reits in der Arbeit von Jones [52] wurde aber bei Impulsbelastungen ein gro¨ßerer
Schubeinfluss auf das Verformungsverhalten festgestellt als es bei quasistatischer
Belastung der Fall ist. Daher wird in der vorliegenden Studie eine Schubdeforma-
tionstheorie erster Ordnung benutzt.
Beim Anwachsen der Verformungen du¨nnwandiger Tragwerke entstehen Mem-
branspannungen, welche die Steifigkeit der verformten Struktur erho¨hen. Die erste
Plattentheorie, die diesen nichtlinearen Effekt bei anwachsenden Dehnungen und
Rotationen erfasst, wurde von von Ka´rma´n [126], von Ka´rma´n und Kerr
[127] vorgestellt. Darauf aufbauend wurde in den Arbeiten von Medwadowski
[76], Ebcioglu [29], Chia [19], Noor und Hartley [85] und Reddy [99] ei-
ne Schubdeformationstheorie erster Ordnung verwendet. Reddy [98], [100], [102]
schlug eine Schalentheorie mit Schubdeformationstheorie erster Ordnung und ei-
ne Plattentheorie unter Beru¨cksichtigung von Schubdeformationen dritter Ord-
nung vor. Weiterentwickelte nichtlineare Schalentheorien fu¨r große Rotationen
und teilweise fu¨r beliebig große elastische Dehnungen mit einer Schubdeforma-
tionstheorie erster Ordnung wurden von Ainola [4], Habip [38], Habip und
Ebcioglu [39], Oshima et al [88], Galimov [35], Bas¸ar [8], [9] und Pie-
traszkiewicz [94] hergeleitet. Ebenso wurden Schubdeformationstheorien zwei-
ter Ordnung vonHammel [41] und ho¨herer Ordnung vonNaghdi [82], Librescu
[71], [72], Kra¨tzig [66] sowie von Yokoo undMatsunaga [134] vorgeschlagen.
Dabei werden die Dehnungs-Verschiebungsbeziehungen soweit in einer Taylor-
Reihe entwickelt, dass auch nichtlineare Terme enthalten sind. Da dadurch die
Gleichungssysteme sehr kompliziert werden und in numerischen Anwendungen
lange Rechenzeiten in Anspruch nehmen, versucht man nur so viele nichtlinea-
re Terme in der Reihenentwicklung der Dehnungsmaße zu beru¨cksichtigen, wie
no¨tig sind, um die zu erwartenden Verformungen zufriedenstellend zu beschrei-
ben. U¨ber diesen Reihenabbruch werden in der Literatur verschiedene Annahmen
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getroffen. Um einen U¨berblick zu schaffen, werden in Kapitel 2 die Dehnungs-
Verschiebungsbeziehungen fu¨r eine Schubdeformationstheorie erster Ordnung mit
sechs Freiheitsgraden zusammengestellt. Als Sonderfa¨lle dieser allgemeinen Glei-
chungen kann beispielsweise das Modell von Bas¸ar [8], [9] abgeleitet werden.
Dabei werden die quadratischen Terme der Dickenkoordinate vernachla¨ssigt und
so das Gleichungssystem vereinfacht.
Bei Schalendeformationen treten ha¨ufig Verformungszusta¨nde auf, in denen die
Rotationen moderate oder große Ausmaße erreichen, die Dehnungen aber klein
bleiben. Dafu¨r wurden u.a. von Schmidt und Reddy [113] sowie von Libres-
cu und Schmidt [73] Schalenmodelle formuliert, in denen die Dehnungsmaße
in reine Dehnungen und Rotationen aufgeteilt wurden. Zur Abscha¨tzung, welche
Dehnungsanteile dabei unberu¨cksichtigt bleiben, wurde das von Pietraszkie-
wicz [93] vorgeschlagene Verfahren verwendet, Dehnungen und Rotationen als
klein, moderat oder groß zu klassifizieren. In der vorliegenden Arbeit wird ei-
ne Theorie fu¨r kleine Dehnungen und moderate Rotationen verwendet, die von
Schmidt [112] entwickelt worden ist. Dabei wird die Vera¨nderung der Scha-
lendicke vernachla¨ssigt, da bei dem hier verwendeten Material eine Dickena¨nde-
rung der Schale erst bei großen Dehnungen auftreten wu¨rde. In einer Arbeit von
Schieck et al [110] wurde beispielsweise eine Schalentheorie mit Dickena¨nde-
rung fu¨r große Dehnungen von Gummimaterialien benutzt. Die Reduzierung der
allgemeinen Dehnungs-Verschiebungsbeziehungen auf kleine Dehnungen und mo-
derate Rotationen wird in Kapitel 2 beschrieben.
In der hier verwendeten Schalentheorie werden keine Verschiebungen zwischen
den einzelnen Schichten auf mikroskopischer Ebene beru¨cksichtigt. Stattdessen
werden diese Effekte in der vorliegenden Arbeit durch eine pha¨nomenologische
Materialmodellierung erfasst, d. h. durch globale Parameter wie Elastizita¨ts- und
Schubmodule. Da aber, wie in Ziffer 4.2 gezeigt wird, die Steifigkeit des Platten-
materials dehnratenabha¨ngig ist, wird zusa¨tzlich ein viskoelastisches Materialge-
setz angewendet. Allgemeine Zuga¨nge zur Beschreibung der Viskoelastizita¨t wur-
den beispielsweise in Betten [16], Haupt [44], Christensen [20] und Flu¨gge
[34] vorgestellt.
Um eine der diskutierten Schalentheorien auf die in dieser Studie untersuchten
Platten aus Faserverbundstrukturen anwenden zu ko¨nnen, wird die Theorie fu¨r
kleine Dehnungen und moderate Rotationen mit einem pha¨nomenologischen Ma-
terialmodell kombiniert. Die Effekte der A¨nderung der Dehnrate auf die Material-
parameter der Faserverbundwerkstoffe waren u¨ber die Jahre Objekt vieler Unter-
suchungen. Fru¨he Arbeiten von Roskothen [107] und Ferry [31] bescha¨ftigten
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sich mit zeitabha¨ngigen Verformungen bei mehrachsigen Spannungsproblemen fu¨r
isotrope und anisotrope Kunststoffe (und den Sonderfall der orthotropen Kunst-
stoffe) sowie allgemein mit den viskoelastischen Eigenschaften von Polymeren.
Wa¨hrend der Schwerpunkt in Berichten von Guden und Hall [37], Hamouda
und Hashmi [42] und Paipetis undGrootenhuis [89] nicht auf eine bestimmte
Art der Belastung gelegt wurde, lieferten Fan und Slaughter [30], Khan et
al [54] und Shah Khan und Simpson [114] Ergebnisse fu¨r Druckbelastungen
bei hohen Dehnraten und Hallett et al [40], Lifshitz und Leber [75] und
Lee und Chiou [68] Ergebnisse fu¨r schubbelastete Strukturen bei verschiedenen
Dehnraten.
Grundsa¨tzliches Problem bei allen Berichten ist, dass oft sehr unterschiedliche
Faserverbundwerkstoffe zur Anwendung kommen und die dynamische Charak-
terisierung nicht komplett ist. Sierakowski [116] lieferte einen umfangreichen
Literaturu¨berblick u¨ber verschiedene Testmethoden fu¨r die dynamischen Versu-
che, getestete Werkstoffe und Ergebnisse bezu¨glich der Dehnratenabha¨ngigkei-
ten. Umfangreichere Untersuchungen wurden ebenfalls von Sierakowski und
Chaturvedi [117] und Nielsen und Landel [83] vorgestellt. Dabei wurde in
beiden Werken eine Verknu¨pfung zwischen Experimenten und theoretischen Zu-
sammenha¨ngen versucht, wobei der Schwerpunkt auf der Zusammenstellung von
eigenen und in der Literatur vorhandenen Versuchsergebnissen lag. Sehr fru¨h
untersuchten Rotem und Lifshitz [108] unidirektionale Lagen aus E-Glas mit
Epoxidmatrix unter dynamischer Zugbelastung. Der Elastizita¨tsmodul war fu¨r
den dynamischen Fall verglichen mit dem statischen Wert um 50 % gro¨ßer. Bei ei-
ner Untersuchung von Winkelverbunden aus demselben Material hatte Lifshitz
[74] hingegen keine Erho¨hung der Steifigkeit nachweisen ko¨nnen, jedoch stieg die
Versagensgrenze um 20−30 %. Untersuchungen mit Versuchsproben aus der Kom-
bination Glasfaser/Epoxidmatrix ergaben bei Armenakas und Sciammarella
[5], dass die Steifigkeit sich linear mit der Dehnrate erho¨hte, wa¨hrend die Versa-
gensgrenze reduziert wurde, was im Widerspruch mit den Erfahrungen anderer
Autoren steht. Harding und Welsh [43] untersuchten gewebte Glasfaserver-
bundwerkstoffe und kamen zu der Erkenntnis, dass auch hier der Elastizita¨tsmo-
dul um das 1,7- bis 2,5-fache gro¨ßer wird. Barre´ und Chotard [6] erhielten
fu¨r dynamische Versuche das Ergebnis, dass die Steifigkeit und die Festigkeit mit
steigender Dehnrate ansteigen. Zusa¨tzlich betonten sie, dass die Art der Schicht
einen Einfluss auf die A¨nderung der elastischen Kennwerte hat, weil Verbunde
mit Gewebeschichten offensichtlich empfindlicher auf die A¨nderung der Dehnrate
reagieren. Erga¨nzend zu den Beobachtungen u¨ber den dehnratenabha¨ngigen Ela-
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stizita¨tsmodul untersuchten Okoli und Smith [87] die Abha¨ngigkeit der Quer-
kontraktionszahl von der Belastungsgeschwindigkeit. Ihre Ergebnisse fu¨r Kreuz-
verbunde zeigen, dass kein direkter Zusammenhang zwischen den beiden Gro¨ßen
ersichtlich ist; die Querkontraktionszahl vera¨ndert sich nur minimal.
Um das in den zahlreichen experimentellen Arbeiten beobachtete Verhalten theo-
retisch zu modellieren, sind verschiedene Ansa¨tze gewa¨hlt worden. Ochola et
al [86] versuchten, ihre mit dem Split-Hopkinson-Bar erzielten Versuchergebnisse
durch eine empirische Gleichung zu erfassen. Allerdings ist diese Beziehung nur
fu¨r den untersuchten Werkstoff gu¨ltig und auf andere Verbunde nicht unmittelbar
u¨bertragbar. Genau wie bei den experimentellen Beobachtungen gibt es fu¨r die
theoretische Beschreibung des Verhaltens der Faserverbunde bei hohen Dehnra-
ten sehr unterschiedliche Ansa¨tze. Tsai und Sun [123] nutzten ein Modell, das
viskoplastisch das Verhalten der Verbunde beschreibt. Dabei nahmen sie an, dass
der Elastizita¨tsmodul nicht von der Dehnrate abha¨ngt. Die fu¨r die Berechnung im
viskoplastischen Modell beno¨tigten Parameter wurden aus Versuchen mit nied-
riger Dehnrate gemessen und anschließend erweitert und u¨bertragen auf ho¨here
Dehnraten. Dieselbe Voraussetzung des dehnratenunabha¨ngigen Elastizita¨tsmo-
duls nutzten Thiruppukuzhi und Sun [122] bei der fru¨heren Beschreibung eben-
falls. Die Abha¨ngigkeit zeigte sich nur in der plastischen Verformung. Das Modell
ist beschra¨nkt auf die schichtweise Betrachtung des Verhaltens von unidirektiona-
len Lagen und Gewebelagen und gilt nur fu¨r einachsige Zugbelastung. Da bei den
vorliegenden Experimenten keine inelastischen Verformungen beobachtet wurden,
werden keine viskoplastischen Stoffgesetze wie in [122] und [123] angewendet, son-
dern ausschließlich elastisches Materialverhalten benutzt. Außerdem wurden in
[122] und [123] die Materialeigenschaften fu¨r eine Einzelschicht festgestellt und
nicht vom Plattenverbund. In der vorliegenden Arbeit werden die Materialpara-
meter fu¨r den vollsta¨ndigen Schichtverbund bestimmt, um sicherzustellen, dass
das Strukturverhalten realistisch wiedergegeben wird. Ein analytisches Modell fu¨r
die Untersuchung von viskoelastischen Verbundplatten entwickeltenCederbaum
und Aboudi [18]. Die benutzten Theorien fu¨r die Vorhersage der Verschiebung
des Plattenmittelpunktes beinhalteten sowohl Schubverformungstheorien erster
als auch zweiter Ordnung. Die Ergebnisse fu¨r eine Temperatur von 78o wurden
nur mit weiteren analytischen Resultaten und untereinander verglichen, ein Ver-
gleich zum Experiment wurde nicht gemacht. Aboudi [2], [1] griff bei der dyna-
mischen Analyse zuru¨ck auf Stoffgesetze und Plattentheorien, die er fu¨r statische
Analysen von unidirektionalen Schichten schon entwickelt hatte.
Um Anfangsrandwertprobleme mit einem geometrisch nichtlinearen Strukturmo-
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dell lo¨sen zu ko¨nnen, wird die Finite-Elemente-Methode angewendet. Dazu wird
das in Kapitel 5 vorgestellte Programm, welches in Palmerio et al [90] ent-
wickelt und fu¨r dynamisches Strukturverhalten von KÃlosowski und Schmidt
[57] erweitert wurde, verwendet, das als Quellcode vorliegt und in der vorliegen-
den Arbeit um ein viskoelastisches Materialmodell erga¨nzt worden ist.
1.3 Experiment
Um die Zuverla¨ssigkeit von Strukturmodellen und Stoffgesetzen zu u¨berpru¨fen
sind Experimente unumga¨nglich. In der Literatur findet man beispielsweise von
Rinehart und Pearson [106], Cristescu [21], Wick [130], Wilson [132]
verschiedene Vergleichsstudien zwischen Berechnungen und Experimenten. Einen
U¨berblick u¨ber experimentelle Studien liefern Stronge und Yu [121] sowie Jo-
nes [52]. In Arbeiten von Florence und Firth [33], Florence [32], Leech et
al [67], Wierzbicki und Florence [131], Bodner und Symonds [17] wurde
beispielsweise explosives Material auf Platten befestigt und zur Detonation ge-
bracht. Um Drucksto¨ße zu erzeugen wurden in den Studien von Idczak et al
[49], Renard und Pennetier [105] und Pennetier [92] Explosionen in Druck-
beha¨ltern in einiger Entfernung vom Versuchsko¨rper durchgefu¨hrt. Dadurch traf
eine u¨ber die Oberfla¨che verteilte Stoßwelle auf den betrachteten Ko¨rper auf.
Ebenso kann solch eine Stoßwelle mit einem Stoßwellenrohr erzeugt werden, wie
von Gerard [36] beschrieben wurde. Dabei werden zwei Druckbeha¨lter durch
eine Membran voneinander getrennt. Wird in einem Druckbeha¨lter der Druck so-
lange erho¨ht, bis die Membran platzt, breitet sich eine Stoßwelle in dem anderen
Druckbeha¨lter aus und trifft dort auf den Versuchsko¨rper.
Renard und Pennetier [105] sowie Pennetier [92] beschrieben bei Explosio-
nen eine kugelfo¨rmige Ausbreitung einer Stoßwelle, was zu einer komplizierten
Lastverteilung fu¨hrt, wenn die Stoßwelle auf einen ebenen Ko¨rper trifft. Auch
Stoßwellen, die in der Studie von Idczak et al [49] durch zylindrische Ladun-
gen erzeugt wurden, erreichten keine ebene Stoßfront. Dagegen ist der Vorteil von
Stoßwellenrohren, dass sich nach einer genu¨gend langen Auslaufstrecke eine ebe-
ne Stoßfront entwickelt. Diese Eigenschaft ist erforderlich, da die Druckmessung
sonst auf der Versuchsplatte selbst erfolgen mu¨sste, um die Belastungsgeschichte
korrekt verfolgen zu ko¨nnen oder die ra¨umlich-zeitliche Druckverteilung durch
die Fluid-Strukturinteraktion berechnet werden mu¨sste. Bei der ersteren Metho-
de wu¨rde man aber die Verformungseigenschaften der Struktur vera¨ndern. Die
Unsicherheiten bei der Simulation von nicht ebenen Stoßfronten in Explosions-
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versuchen werden auch in der Untersuchung von Witmer et al [133] als Ur-
sache fu¨r die Unterschiede zwischen berechneten und gemessenen Verformungen
von Aluminiumplatten genannt. In vielen Studien, beispielsweise von Idczak et
al [49] oder Shen und Jones [115], werden die Endverformungen nach dem Stoß
mit Berechnungen verglichen.
Es werden in der Literatur unterschiedliche Verfahren vorgestellt, um Faserver-
bunde stoßartig zu belasten. Dandekar et al [23] untersuchte Verbunde, die
aus reinen 0o/90o Lagen bestanden. Die 13 bis 20 mm dicken Verbunde wurden
mit einem Aluminium- oder Glasfaserverbundprojektil, dessen Fla¨che so groß wie
die Versuchplatte war, mit bis zu 200000 bar druckbelastet. Tu¨rkmen [124] un-
tersuchte beispielsweise fest eingespannte, gekru¨mmte Schalen aus Glasfasern und
Kohlefasern, die aus Kreuzverbundlagen bestehen und bis zu 1,4 mm dick wa-
ren. Die durch die Zu¨ndung und anschließende Explosion eines Gasgemisches in
einem Rohr entstandene Schockwelle resultiert in einer ungleichma¨ßigen Druck-
verteilung auf der Versuchsplatte mit dem ho¨chsten Wert in der Mitte der Scha-
le. Verformungen wurden mit Dehnungsmessstreifen auf der Vorder- und Ru¨ck-
seite des Versuchsobjektes aufgenommen. Die theoretische Berechnung der Ver-
formungen basiert auf der Plattentheorie von Love. Parallel zur theoretischen
Berechnung wurde eine Finite-Elemente-Simulation durchgefu¨hrt. Ein Vergleich
zwischen den Ergebnissen der Berechnungen, Simulationen und Messergebnisse
zeigt verha¨ltnisma¨ßig große Abweichungen. Auch bei einer weiteren Untersuchung
von Tu¨rkmen und Mecitogˇlu [125] zeigte sich fu¨r eine versteifte Schale unter
derselben Belastung wie in [124] keine u¨berzeugende U¨bereinstimmung zwischen
Messergebnissen und Finite-Elemente-Simulationen. Begru¨ndet wurden die Ab-
weichungen damit, dass beispielsweise die Eigenschaften der Klebeverbindung
zwischen Versteifung und Schale nicht ausreichend beru¨cksichtigt worden sind.
Ein anderer experimenteller Aufbau wurde von Mouritz [78] benutzt. Er be-
trachtete durch Unterwasserexplosionen ausgelo¨ste Schockwellen, die besonders
fu¨r Schiffe relevant sind. Die Unterwasserexplosionen generierten Belastungen bis
zu 80 MPa mit resultierenden Dehnraten von 10/s bis 100/s und fu¨hrten bei
einer sehr hohen Belastung zur Scha¨digung des Materials und zu einer Abnah-
me der maximalen Biegespannung und des Elastizita¨tsmoduls. Die 8,5 mm dicken
Glasfaserverbunde wurden am unteren Ende eines Wasserbeha¨lters beidseitig mit
Gummieinspannungen festgehalten, so dass sie sich unter Last frei verbiegen konn-
te. Die durch die Unterwasserexplosion eines Sprengstoffes generierte Druckwelle
zeigte ein a¨hnliches Profil zu den im Stoßwellenrohr entstehenden Druckverla¨ufen.
Die Vier-Punkt-Biegeversuche zur U¨berpru¨fung der verbliebenen Steifigkeit nach
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einem Stoß bieten fu¨r die Art der Platteneinspannung zufriedenstellende Ergeb-
nisse.
In der vorliegenden Arbeit wird die Plattenverformung wa¨hrend der Zeit vom
Eintreffen der Stoßwelle bis zum Endzustand in ihrer Prozesshaftigkeit betrach-
tet und nicht nur die Endverformung nach der Impulsbelastung. Außerdem wer-
den Verschiebungen mit einer Genauigkeit von 1/100 mm erfasst. Dazu wird die
Mittelpunktverschiebung der Platte mit einem kapazitiven Wegsensor gemessen
(Kapitel 6). Bei dem hier benutzten Stoßwellenrohr ist die Laufstrecke der Stoß-
welle lang genug, um eine ebene Stoßfront zu gewa¨hrleisten. In Vorversuchen
wurden Drucksensoren in einer starren Endplatte u¨ber den Durchmesser verteilt
angebracht, die bei einer eintreffenden Stoßfront alle gleichzeitig ansprachen. So-
mit kann die Druckmessung neben der Versuchsplatte erfolgen, wie in Kapitel 6
beschrieben wird. Am Institut fu¨r Allgemeine Mechanik der RWTH Aachen ist
ein Wegsensor entwickelt worden, der eine so geringe Tra¨gheit besitzt, dass die
Schwingungen mit Frequenzen zwischen 1,5 kHz und 2,0 kHz aufgezeichnet wer-
den ko¨nnen. Die Druckmessung erfolgt ebenfalls wa¨hrend der Plattenverformung.
Es werden dazu Drucksonden mit piezoelektrischen Elementen verwendet, welche
die erforderliche geringe Ansprechzeit besitzen, um die Druckspru¨nge zu erfassen.
Unter diesen Voraussetzungen kann die Schwingung der Platte auch wa¨hrend des
Stoßes mit Simulationen verglichen werden, mit dem Ziel ein geeignetes Stoff-
und Strukturmodell zu finden, das diese Messungen zufriedenstellend wiedergibt.
Dazu wird hier ein geometrisch nichtlineares mechanisches Modell benutzt.
1.4 Durchgefu¨hrte Untersuchungen
In Kapitel 7 werden gemessene und rechnerisch simulierte Plattenverformungen
unter Stoßwellenbelastung miteinander verglichen. Dazu wird als erstes das Pro-
blem der korrekten Randbedingungen diskutiert, wofu¨r quasi-statische Messungen
und Simulationen verwendet werden. Daran schließt sich eine Untersuchung an,
um die Oberfla¨chenda¨mpfung, die durch die unterschiedlichen Gasdichten im In-
neren des Rohres beeinflusst wird, zu erfassen. Durch Vergleiche der gemessenen
Plattenschwingungen mit Simulationen unter Verwendung rein elastischen und
viskoelastischen Materialverhaltens kann abgescha¨tzt werden, welches Stoffgesetz
eine realistische Vorhersage der Strukturverformungen liefert. Um nichtlineare
Struktureinflu¨sse und geschwindigkeitsabha¨ngiges Materialverhalten voneinander
zu trennen, wird diese Untersuchung getrennt im geometrisch linearen und nicht-
linearen Bereich durchgefu¨hrt. Außerdem wird die Sensitivita¨t der Simulationen
10 1 Einleitung
durch Variation der Materialparameter gepru¨ft. Die Materialparameter werden in
umfangreichen Versuchen fu¨r den gewa¨hlten Werkstoff ermittelt. Dies geschieht
sowohl im quasi-statischen als auch im dynamischen Bereich. Die im dynamischen
Versuch beobachteten viskoelastischen Effekte begru¨nden die hier verfolgte An-
nahme, dass die in dieser Arbeit betrachteten stoßartigen Belastungen von Platten
mit hinreichender Genauigkeit durch elastische bzw. viskoelastische Stoffgesetze
modelliert werden ko¨nnen.
Abschließend folgen in Kapitel 8 eine Zusammenfassung und ein Ausblick in Ka-
pitel 9.
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2 Schalentheorie
2.1 Grundbegriffe
Zur Beschreibung der Schalenkinematik wird ein konvektives und ein raumfe-
stes Koordinatensystem verwendet. Die Geometrie der unverformten sowie der
verformten Schale kann entweder auf das raumfeste Koordinatensystem bezogen
werden, so dass die Lage eines Punktes der Schale durch die Koordinaten xi er-
fasst werden kann, oder sie wird mit Hilfe des konvektiven Koordinatensystems
durch die Parameterlinien θi beschrieben, wobei θ3 im unverformten Zustand or-
thogonal zur Schalenmittelfla¨che ist.
Abbildung 2.1: Verschiebungszustand
Die Verschiebung eines Punktes im Schalenraum wird durch einen Vektor v˜ und
die Verschiebung eines Punktes auf der Schalenmittelfla¨che durch v beschrieben.
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In dieser Arbeit wird die Einstein’sche Summationskonvention verwendet, wobei
in der Schalentheorie griechische Indizes die Werte 1 und 2 annehmen ko¨nnen
und lateinische Indizes die Werte 1 bis 3 durchlaufen. Mit V bezeichnet man das
Volumen der Schale, mit A ihre gesamte Außenfla¨che,M und L kennzeichnen die
unverformte Mittelfla¨che und ihre Berandungslinie. Die Berandungsfla¨che wird
mit B bezeichnet. Im Schalenraum la¨sst sich der Verschiebungsvektor v˜ in den
ko- und kontravarianten Basisvektoren gi bzw. g
i eines betrachteten Punktes
darstellen durch (Abbildung 2.1)
v˜ = v˜α gα + v˜
3 g3 = v˜α g
α + v˜3 g
3 (2.1)
und in den Basisvektoren ai bzw. a
i der Schalenmittelfla¨che M durch
v˜ = vα aα + v
3 n = vα a
α + v3 n , (2.2)
wobei a3 = a
3 = n der Normaleneinsvektor auf der unverformten Schalenmittel-
fla¨che ist. Zwischen den Komponenten des Verschiebungsvektors v˜ in der Basis
des Schalenraums und in der Basis der Schalenmittelfla¨che gilt der Zusammen-
hang
v˜α = µ
β
αvβ , v˜
α = (µ−1)αβv
β , v˜3 = v˜3 = v
3 = v3 , (2.3)
wobei µβα und (µ
−1)αβ den Shiftertensor und seine Inverse darstellen.
Der Green-Lagrange’sche Dehnungstensor εij la¨sst sich darstellen durch
εij =
1
2
(
v˜i||j + v˜j||i + v˜k||iv˜k||j
)
, (2.4)
wobei (·)||i die kovariante Ableitung in der Basis des Schalenraums nach den
konvektiven Koordinaten θi kennzeichnet. Gleichung 2.4 kann man in die Form
εij = ηij +
1
2
ΩriΩ
r
·j +
1
2
(
ηriΩ
r
·j + ηrjΩ
r
·i
)
+
1
2
ηriη
r
·j (2.5)
bringen. Hier stehen
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ηij =
1
2
(v˜i||j + v˜j||i) (2.6)
fu¨r die linearisierten Dehnungen und
Ωij =
1
2
(v˜i||j − v˜j||i) (2.7)
fu¨r die linearisierten Rotationen. Die Gleichungen 2.4 und 2.5 sind exakt und
gelten fu¨r beliebig große Dehnungen und Rotationen.
2.2 Dehnungs-Verschiebungsbeziehungen
Um Gleichung 2.5, die fu¨r ein dreidimensionales Kontinuum gilt, in eine zweidi-
mensionale Beschreibung zu u¨berfu¨hren, wird von den von Naghdi [82] vorge-
stellten Beziehungen Gebrauch gemacht:
v˜α||β = µλα (vλ|β − bλβv3) , v˜α||3 = µλαvλ,3 , (2.8)
v˜3||α = v3,α + bλαvλ , v˜3||3 = v3,3 . (2.9)
Hierbei bezeichnen (·),α die partielle und (·)|α die kovariante Ableitung auf der
Schalenmittelfla¨che M in Richtung der konvektiven Koordinate θα. Der kovari-
ante und gemischt-variante Kru¨mmungstensor werden mit bλβ bzw. b
λ
α bezeich-
net. An dieser Stelle wird eine Strukturhypothese eingefu¨hrt, um die Verschie-
bung eines Punktes im Schalenraum durch die Kinematen der Schalenmittel-
fla¨che ausdru¨cken zu ko¨nnen. Es ist bekannt (siehe beispielsweise Schmidt und
Reddy [113]), dass Strukturen aus Schichtverbundwerkstoffen nicht mit auf der
Bernoulli- bzw. der Kirchhoff-Love-Hypothese basierenden Theorien be-
rechnet werden sollten, sondern eine Schubdeformationstheorie 1. oder ho¨herer
Ordnung erforderlich ist. Dabei werden zusa¨tzlich zu drei Translationsfreiheits-
graden jedes Punktes der Schalenmittelfla¨che zwei Rotationsfreiheitsgrade um die
Tangenten der Koordinatenlinien θα der Schalenmittelfla¨che eingefu¨hrt. Um das
Strukturmodell an dieser Stelle mo¨glichst allgemein zu halten, wird noch ein sech-
ster Freiheitsgrad benutzt, der einmal dazu dient, große Rotationen zu erfassen
und andererseits die Dickena¨nderung der Schale beschreibt. Das fu¨hrt zu
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vα =
0
vα +θ
3 1vα ; v3 =
0
v3 +θ
3 1v3 , (2.10)
Unter Benutzung der Gleichungen 2.8 bis 2.10 la¨sst sich Gleichung 2.5 nach Ha-
bip [38] und Habip und Ebcioglu [39] in folgender Form darstellen:
Dehnungen tangential zur Mittelfla¨che:
εαβ =
0
εαβ +θ
3 1εαβ +
(
θ3
)2 2
εαβ , (2.11)
0
εαβ=
0
θαβ +
1
2
0
ϕα3
0
ϕβ3 +
1
2
0
ϕλα
0
ϕλ
.β , (2.12)
1
εαβ=
1
θαβ −12
(
bλα
0
ϕλβ +b
λ
β
0
ϕλα
)
+ 1
2
(
0
ϕα3
1
ϕβ3 +
0
ϕβ3
1
ϕα3
)
+ 1
2
(
0
ϕλα
1
ϕλ
.β+
1
ϕλα
0
ϕλ
.β
)
, (2.13)
2
εαβ= −1
2
(
bλα
1
ϕλβ +b
λ
β
1
ϕλα
)
+
1
2
1
ϕα3
1
ϕβ3 +
1
2
1
ϕλα
1
ϕλ
.β . (2.14)
Transversale Schubverzerrungen:
εα3 =
0
εα3 +θ
3 1εα3 , (2.15)
2
0
εα3=
0
ϕα3 +
1
vα +
1
vλ
0
ϕλα +
1
2
1
v3
(
0
ϕλ3 − 1vα
)
+
1
2
1
v3
(
0
ϕλ3 +
1
vα
)
, (2.16)
2
1
εα3=
1
v3,α +
1
vλ
1
vλ|α − 1
2
1
v3,λ
0
ϕλ
.α+
1
v3
1
v3,α +
1
2
1
v3,λ
0
ϕλ
.α . (2.17)
Dehnungen in Richtung der Schalennormalen:
ε33 =
0
ε33 , (2.18)
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2
0
ε33= 2
1
v3 +
1
vα
1
vα +
(
1
v3
)2
. (2.19)
Abku¨rzungen:
n
ϕαβ=
n
vα|β − bαβ nv3 ,
n
ϕα3=
n
v3,α +b
λ
α
n
vλ , (2.20)
n
θαβ=
1
2
(
n
ϕαβ +
n
ϕβα
)
. (2.21)
Die Gleichungen 2.11 bis 2.19 stellen die Dehnungs-Verschiebungsbeziehungen ei-
ner Schalentheorie fu¨r beliebig große Dehnungen und Rotationen mit sechs Frei-
heitsgraden dar. Die A¨nderung der Schalendicke einzubeziehen, wa¨re nur sinnvoll,
wenn im Experiment eine Dickena¨nderung beobachtet werden wu¨rde. Bei den hier
vorliegenden kleinen Dehnungen ist dies nicht der Fall. Beispielsweise wurde von
Schieck et al [110] eine Schalentheorie fu¨r Gummimaterial hergeleitet, wo-
bei eine Vera¨nderung der Dicke beru¨cksichtigt wurde, allerdings in Verbindung
mit der Kirchhoff-Love-Hypothese. Da aber bei dieser Hypothese der Quer-
schnitt als starr angenommen wird, wurde die Dickena¨nderung ohne Beru¨cksich-
tigung der Schubverformung als ’relaxed normality hypothesis’ bezeichnet. In der
vorliegenden Arbeit werden sowohl große Rotationen als auch die Dickena¨nde-
rung vernachla¨ssigt, da es sich bei den betrachteten Verformungen um kleine
Dehnungen handelt. Zusa¨tzlich erfolgt eine Beschra¨nkung auf moderate Rotatio-
nen. Daher besitzt das hier verwendete Schalenmodell fu¨nf Freiheitsgrade. Hierbei
kennzeichnen dann in Gleichung 2.10
0
vα und
0
v3 die tangentialen und normalen
Verschiebungen zur Schalenmittelfla¨che,
1
vα die Rotationen um die Tangenten der
Schalenmittelfla¨che.
In den Arbeiten von Bas¸ar [8], [9] wird eine fu¨nfparametrige Theorie fu¨r unbe-
grenzte Dehnungen und Rotationen formuliert. Dabei wird der quadratische Term
in Gleichung 2.11 unter der Annahme vernachla¨ssigt, dass die Schale so du¨nn ist,
dass eine lineare Entwicklung ausreicht. Offen ist dabei die Frage, fu¨r welches
Verha¨ltnis von Schalenoberfla¨che zu Schalendicke diese Annahme zula¨ssig ist. In
der vorliegenden Arbeit werden auch die in θ3 quadratischen Glieder beru¨cksich-
tigt.
Die Dehnungs-Verschiebungsbeziehungen sollen in der vorliegenden Studie auf
kleine Dehnungen und moderate Rotationen beschra¨nkt werden. Um zu ermit-
teln, welche Anteile dabei in den Gleichungen 2.12 bis 2.17 beru¨cksichtigt werden
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mu¨ssen, wird das von Pietraszkiewicz [93] vorgeschlagene Verfahren benutzt.
Dazu wird eine Gro¨ße θ verwendet, die wie in der Arbeit von Schmidt [111] ein
Maß fu¨r die Kleinheit der folgenden Gro¨ßen darstellt:
1. Die Schale ist so du¨nn bzw. der Kru¨mmungsradius so groß, dass h
R
¿ 1 ist.
Dabei kennzeichnet h die Schalendicke und R den kleinsten Kru¨mmungsra-
dius der Schalenmittelfla¨che (siehe John [51]).
2. Die Dehnungen sollen so klein sein, dass η ¿ 1 gilt. Dabei steht η fu¨r
den gro¨ßten Eigenwert des Green-Lagrange’schen Dehnungstensors εαβ
(Gleichung 2.4).
3. Die Verformung der Schalenmittelfla¨che soll so sein, dass
(
h
L
)2 ¿ 1 ist. Da-
bei ist L die ’kleinste Wellenla¨nge des Deformationsmusters auf der Scha-
lenmittelfla¨che’ (siehe beispielsweise Koiter [61], [62]).
Durch diese Bedingungen kann der folgende Parameter
θ = max
(
h
L
,
h
d
,
√
h
R
,
√
η
)
, θ2 ¿ 1 (2.22)
definiert werden. Dabei bezeichnet d die Entfernung eines betrachteten Schalen-
punktes vom Rand. Ein Wert, der die Ordnung O(θ2) besitzt, wird damit als klein
betrachtet. Von Pietraszkiewicz [93] wurde folgendes Klassifikationsschema
fu¨r die Gro¨ßenordnung der in der Schale auftretenden Rotationen vorgeschlagen:
• kleine Rotationen - O(θ2)
• moderate Rotationen - O(θ)
• unbegrenzte Rotationen - O(1)
Die Terme der Dehnungs-Verschiebungsbeziehungen in der dreidimensionalen Be-
schreibung (Gleichung 2.5) werden nun unter der Voraussetzung abgescha¨tzt, dass
die Dehnungen in der Schale von folgender Ordnung sind:
εij = O
(
θ2
)
. (2.23)
Die Rotationen der Schalennormalen um Tangenten der Schalenmittelfla¨che sollen
2.2 Dehnungs-Verschiebungsbeziehungen 17
moderate Gro¨ßenordnung annehmen ko¨nnen, wohingegen die Rotationen um die
Schalennormale als klein betrachtet werden sollen:
Ωα3 = O(θ) , Ωαβ = O
(
θ2
)
. (2.24)
In der Literatur wurde von Pietraszkiewicz [93] ein Gu¨ltigkeitsbereich bis 2o
fu¨r kleine und bis 10o fu¨r moderate Rotationen vorgeschlagen. Es folgt aus den
Gleichungen 2.5, 2.23 und 2.24 fu¨r die linearisierten Dehnungen (Gleichung 2.6)
ηij = O
(
θ2
)
. (2.25)
Mit diesen Approximationen reduziert sich Gleichung 2.5 auf
εαβ = ηαβ +
1
2
Ω3αΩ3β +
1
2
(η3αΩ3β + η3βΩ3α) , (2.26)
εα3 = ηα3 +
1
2
Ωλ3Ω
λ
·α +
1
2
(
ηλαΩ
λ
·3 + η33Ω3α
)
, (2.27)
ε33 = η33 +
1
2
Ωλ3Ω
λ
·3 + ηλ3Ω
λ
·3 . (2.28)
Transformiert man die Gleichungen 2.26 bis 2.28 mit Hilfe der Gleichungen 2.8,
2.9 wieder auf eine zweidimensionale Beschreibungsweise und benutzt dabei eine
fu¨nfparametrige Schalentheorie der Form
vα =
0
vα +θ
3 1vα ; v3 =
0
v3 , (2.29)
so vereinfachen sich die Gleichungen 2.11 bis 2.17 folgendermaßen:
Dehnungen tangential zur Mittelfla¨che:
εαβ =
0
εαβ +θ
3 1εαβ +
(
θ3
)2 2
εαβ , (2.30)
0
εαβ=
0
θαβ +
1
2
0
ϕα3
0
ϕβ3 , (2.31)
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1
εαβ=
1
θαβ −1
2
(
bλα
0
ϕλβ +b
λ
β
0
ϕλα
)
+
1
2
(
0
ϕα3
1
ϕβ3 +
0
ϕβ3
1
ϕα3
)
, (2.32)
2
εαβ= −1
2
(
bλα
1
ϕλβ +b
λ
β
1
ϕλα
)
+
1
2
1
ϕα3
1
ϕβ3 , (2.33)
Transversale Schubverzerrungen:
εα3 =
0
εα3 +θ
3 1εα3 , (2.34)
2
0
εα3=
0
ϕα3 +
1
vα +
1
vλ
0
ϕλα , (2.35)
2
1
εα3=
1
vλ
1
vλ|α . (2.36)
Dehnungen in Richtung der Schalennormalen:
ε33 =
0
ε33= 0 , (2.37)
mit den Abku¨rzungen aus den Gleichungen 2.20 und 2.21. Dabei sind die unter-
strichenen Terme nichtlineare Anteile.
2.3 Bewegungsgleichungen
Die Bewegungsgleichungen werden mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Arbeit
formuliert (siehe Schmidt [112]):
∫
V
[
σijδεij(v˜i)− ρ
(
F i − Ai) δv˜i] dV − ∫
A
(∗σi +Di) δv˜idA = 0 . (2.38)
Hier stellen σij, v˜i, F
i, Ai der Reihenfolge nach den zweiten Piola-Kirch-
hoff’schen Spannungstensor, die Komponenten des Verschiebungsvektors, die
Volumenkraft und den Beschleunigungsvektor dar. Die Dichte im unverformten
Zustand ist mit ρ bezeichnet, ∗σi und Di sind die Komponenten der a¨ußeren Be-
lastung und des Da¨mpfungsvektors pro Fla¨cheneinheit der Außenfla¨che A; V ist
das Volumen des Ko¨rpers. Wird wie im vorliegenden Fall eine viskose Da¨mpfung
2.3 Bewegungsgleichungen 19
betrachtet, so la¨sst sich der Da¨mpfungsvektor durch Di = −Dij v˙j ausdru¨cken,
wobei Dij die Komponenten des Da¨mpfungstensors sind.
Beim U¨bergang vom allgemeinen Prinzip der virtuellen Arbeit (Gleichung 2.38)
zum zweidimensionalen Fall wird die Schale in Schichten unterteilt, um die Evo-
lution der Materialeigenschaften in verschiedenen Punkten des Schalenraumes
separat zu verfolgen (siehe Kreja et al [64]). Aus Gleichung 2.38 folgt dann
∫
M
∑`
k=1
{
2∑
n=0
n
Lαβ(k) δ
n
εαβ +2
1∑
n=0
n
Lα3(k) δ
n
εα3
−
1∑
n=0
[(
n
Fα(k) −
n
Iα(k) −
n
Dα(k) +
n
pα
)
δ
n
vα
]
−
(
0
F 3(k) −
0
I3(k) −
0
D3(k) +
0
p3
)
δ
0
v3
}
dM
−
∫
L
∑`
k=1
{
1∑
n=0
[ n
∗Lαβ(k) νανβδ
n
vν +
n
∗Lαβ(k) tανβδ
0
vt
]
+
0
∗L3β(k) νβδ
0
v3
}
dL = 0 . (2.39)
Hierbei repra¨sentieren να und tα die Komponenten des Normalen- und Tangen-
tenvektors an der Berandungslinie L. Die Anzahl der Schichten wird durch ` und
deren laufender Index durch k ausgedru¨ckt. Fu¨r die folgenden Ausdru¨cke wurden
die Definitionen nach Librescu und Schmidt [73] verwendet.
- Resultierende Kra¨fte und Momente n-ter Ordnung:
n
Lαβ(k)=
z˜k+1∫
z˜k
µ(k)µ(k)
α
λ
σλβ(k)(θ
3)ndθ3 ,
n
Lα3(k)=
z˜k+1∫
z˜k
µ(k)σ
α3
(k)(θ
3)ndθ3 , (2.40)
- Volumenkra¨fte und -momente n-ter Ordnung:
n
Fα(k)=
z˜k+1∫
z˜k
ρµ(k)µ(k)
α
β
F β(θ3)ndθ3 ,
0
F 3(k)=
z˜k+1∫
z˜k
ρµ(k)F
3dθ3 , (2.41)
- Tra¨gheitskra¨fte und -momente n-ter Ordnung:
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n
Iα(k)=
1∑
q=0
q+n
i(k)
q
v¨α ,
0
I3(k)=
0
i(k)
0
v¨3 , (2.42)
wobei
m
i(k)=
z˜k+1∫
z˜k
ρµ(k)(θ
3)mdθ3 (2.43)
gilt,
- Da¨mpfungskra¨fte und -momente n-ter Ordnung:
n
Dα(k)= −
1∑
q=0
(
q+n
+dαβ +
q+n
−dαβ
)
q
v˙β ,
0
D3(k)= −
(
0
+d33 +
0
−d33
)
0
v˙3 (2.44)
mit
n
±dαβ=
[
µµαλµ
β
γD
λγ
(
θ3
)n]∣∣
±h/2 ,
0
±d33=
[
µD33
]∣∣
±h/2 , (2.45)
- Resultierende Fla¨chenkra¨fte und -momente n-ter Ordnung:
n
pα=
[
µµαβ
∗t3β(θ3)m
]∣∣h/2
−h/2 ,
n
p3=
[
µ∗t33
]∣∣h/2
−h/2 , (2.46)
- Resultierende Randkra¨fte und -momente auf der Berandungsfla¨che:
∗
n
Lαβ(k)=
z˜k+1∫
z˜k
µ(k)µ(k)
α
λ
∗tβλ(θ3)ndθ3 , ∗
0
L3β(k)=
z˜k+1∫
z˜k
µ(k)
∗tβ3dθ3 . (2.47)
Hier stehen ∗tij fu¨r die Komponenten des ersten Piola-Kirchhoff’schen Span-
nungstensors, z˜k bzw. z˜k+1 bezeichnen die Koordinaten der unteren und oberen
Oberfla¨chen der k-ten Schicht in der Koordinatenrichtung θ3. Der Shiftertensor
und seine Determinante werden durch µ(k)
α
λ
bzw. µ(k) dargestellt.
Fu¨r das Prinzip der virtuellen Arbeiten in Gleichung 2.39 ist die Kenntnis der
Spannungen und Dehnungen erforderlich. Der Zusammenhang zwischen diesen
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Gro¨ßen wird durch das Stoffgesetz aufgestellt, wofu¨r die Bestimmung entspre-
chender Materialparameter no¨tig ist. Daher wird im na¨chsten Kapitel diskutiert,
wie fu¨r das ausgewa¨hlte Material die Kennwerte berechnet werden ko¨nnen. An-
schließend wird nach experimenteller Verifikation der zuvor berechneten Gro¨ßen
in Kapitel 4 ein Stoffgesetz ausgewa¨hlt.
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3 Materialwahl
In diesem Kapitel werden fu¨r das ausgewa¨hlte Material die Materialparameter
rechnerisch bestimmt, die nur schwer oder gar nicht in Materialpru¨fversuchen
ermittelt werden ko¨nnen. Dazu za¨hlen der Schubmodul in der Ebene Gxy (bezie-
hungsweise Gxyb) und die Querkontraktionszahl νxy. Außerdem wird als Vergleich
zur Messung in Kapitel 4 rechnerisch der Elastizita¨tsmodul des Gesamtverbundes
bestimmt.
Eine der am weitesten verbreiteten Klasse von Faserverbundwerkstoffen besteht
aus der Kombination von Glasfasern in einer Epoxidharz-Matrix. Außerdem han-
delt es sich hierbei um einen relativ einfach herzustellenden und gegenu¨ber bei-
spielsweise Kohlefaserverbundwerkstoffen preisgu¨nstigen Werkstoff. Um den Pra-
xisbezug nicht zu verlieren, werden die Versuchsplatten, die im Stoßwellenrohr
untersucht werden sollen, aus glasfaserversta¨rktem Kunststoff hergestellt. Faser-
verbundlaminate ko¨nnen aus einer Vielzahl verschiedener Lagen mit verschiede-
nen Ausrichtungen zusammengesetzt werden. Diese charakteristische Eigenschaft
der Faserverbunde la¨sst der Wahl des Aufbaus der in dieser Arbeit zu unter-
suchenden Platten eine große Bedeutung zukommen. Die Auswahl des hier be-
nutzten Verbundes soll im Folgenden begru¨ndet werden. Dafu¨r werden zuna¨chst
die Verbundkennwerte definiert, die dann in der Steifigkeitsmatrix des Verbundes
zusammengefasst werden. Die Besonderheiten und Bedeutungen der einzelnen
Werte der Steifigkeitsmatrix werden in Ziffer 3.2 erkla¨rt, welches die Grundlage
der Auswahl des Laminataufbaus ist.
3.1 Berechnung der Verbundkennwerte
Zur praktischen Berechnung und Auslegung von Faserverbundlaminaten stehen
zwei vereinfachende Ansa¨tze zur Verfu¨gung: die Netztheorie und die Kontinu-
umstheorie. In der Netztheorie wird angenommen, dass nur die Fasern die Kra¨fte
u¨bertragen, die Tragfa¨higkeit der Matrix wird vernachla¨ssigt. Voraussetzung fu¨r
die Anwendung der Netztheorie ist, dass die Last von den Fasern in der Ein-
zelschicht in Faserla¨ngsrichtung aufgenommen wird. Das bedeutet, dass Nor-
malspannungen senkrecht zur Faserrichtung und intralaminare Schubspannungen
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parallel und normal zur Faserrichtung nicht aufgenommen werden ko¨nnen. Dem-
gegenu¨ber werden in der Kontinuumstheorie sowohl Fasern als auch Matrix als
tragend angenommen. In der Kontinuumstheorie gilt die Einzelschicht als homo-
gen und orthotrop mit Ausnahme der Mattenlaminate (Wirrfaser). Diese werden
als isotrop angenommen.
Ein wichtiger Zwischenschritt bei der Berechnung der Verbundkennwerte ist die
Bestimmung der Steifigkeitsmatrix. Diese Steifigkeitsmatrix la¨sst sich in vier Qua-
dranten aufteilen:

D11 · · · D16 | K11 · · · K16
... Scheibenquadrant
... | ... Koppelquadrant ...
D61 · · · D66 | K61 · · · K66
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
K11 · · · K16 | B11 · · · B16
... Koppelquadrant
... | ... Plattenquadrant ...
K61 · · · K66 | B61 · · · B66

(3.1)
Die Berechnung der Elemente der Steifigkeitsmatrix fu¨r die einzelnen Quadranten
und die anschließende Berechnung der Verbundkennwerte werden in den folgenden
Ziffern vorgestellt.
3.1.1 Dehnsteifigkeiten verschiedener Einzelschichten
Unter der Voraussetzung von
• idealer Haftung zwischen Matrix und Fasern,
• gleichma¨ßiger Anordnung und Verteilung der Fasern und
• Parallelita¨t der Fasern sowie
• kleiner Verzerrungen,
wird fu¨r die unidirektionale Einzelschicht von der Theorie Gebrauch gemacht, die
auf der Mischungsregel beruht und beispielsweise in Arbeiten von Nonhoff [84],
Klein [55] oder Puck [96], [97] vorgestellt wurde. Dort wird der Elastizita¨tsmo-
dul in La¨ngsrichtung der Fasern E‖ durch
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E‖ = ϕ Ef‖ + (1− ϕ) Em‖ (3.2)
ermittelt. Hierbei sind Ef der Elastizita¨tsmodul der Faser, ϕ der Faservolumenge-
halt des Verbundes und Em der Elastizita¨tsmodul der Matrix. Gleichzeitig wird
bei Nonhoff [84], Klein [55] oder Puck [96], [97] der Elastizita¨tsmodul in
Faserquerrichtung E⊥ mit
E⊥ =
Ef⊥ Em⊥
ϕ Em⊥ + (1− ϕ) Ef⊥ (3.3)
angegeben. Fu¨r einen Plattenstreifen erha¨lt man dann, mit Hilfe des Elastizita¨ts-
moduls in La¨ngsrichtung E‖, die Dehnsteifigkeit D∗‖ durch die Beziehung
D∗‖ = E‖ ti (3.4)
wobei hier ti die Dicke einer Einzelschicht ist. Allerdings wird hierin die Quer-
kontraktion noch nicht beru¨cksichtigt. Durch Einsetzen von Gleichung 3.2 kann
der folgende Ausdruck fu¨r die Dehnsteifigkeit (Federkonstante) D∗‖ parallel zur
Faserrichtung gefunden werden:
D∗‖ = ϕ ti Ef‖ + (1− ϕ) Em‖ ti (3.5)
Analog folgt mit
D∗⊥ = E⊥ ti (3.6)
fu¨r die Dehnsteifigkeit D∗⊥ senkrecht zur Faserrichtung (ohne Beru¨cksichtigung
der Querdehnungsbehinderung einer Scheibe)
D∗⊥ =
Ef⊥ Em⊥
ϕ Em⊥ + (1− ϕ) Ef⊥ ti (3.7)
Die Schichtdicke ti kann mit Hilfe des Fla¨chengewichtes GA, der Dichte der Fasern
ρf und des Faservolumengehaltes ϕ ausgedru¨ckt werden
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ti =
GA
ρf ϕ
(3.8)
Gleichung 3.8 kann in Gleichung 3.5 eingesetzt werden und liefert eine Formel fu¨r
die Bestimmung der Dehnsteifigkeit parallel zur Faserrichtung der Einzelschicht:
D∗‖ = Ef‖
GA
ρf
+ Em‖
GA
ρf
(
1
ϕ
− 1
)
(3.9)
Gleichung 3.7 zur Bestimmung der Dehnsteifigkeit senkrecht zur Faserrichtung
der Einzelschicht kann umgeschrieben werden zu:
D∗⊥ =
Em⊥ ti
(1− ϕ) + Em⊥
Ef⊥ ϕ
(3.10)
Wenn der Elastizita¨tsmodul senkrecht zur Faserrichtung Ef⊥ nicht direkt bekannt
ist und in dem untersuchten Laminat keine Kohlefasern enthalten sind, kann die
folgende empirische Gleichung zur Bestimmung der Dehnsteifigkeit senkrecht zur
Faserrichtung benutzt werden, die fu¨r glasfaserversta¨rkte Verbunde angenommen
wird (siehe Nonhoff [84], Klein [55] oder Puck [96], [97]):
D∗⊥ ≈
Em ti
(1− ϕ)1,35 (3.11)
Bei den bisher berechnetenWerten fu¨r die Dehnsteifigkeit wurde die Querdehnung
noch nicht beru¨cksichtigt. Um diese zu erfassen, wird die Querkontraktionszahl ν
beno¨tigt. Die Querkontraktionszahl im Faserverbund ist richtungsabha¨ngig, d.h.
es gilt
ν‖⊥ 6= ν⊥‖ (3.12)
Die Querkontraktionszahl ν⊥‖ kann bei bekanntem Faservolumengehalt ϕ, be-
kannter Querkontraktionszahl der Fasern νf und bekannter Querkontraktionszahl
der Matrix νm mit der Mischungsregel bestimmt werden zu
ν⊥‖ = νf ϕ+ νm (1− ϕ) (3.13)
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Mit bekanntem ν⊥‖ kann unter der Voraussetzung
ν⊥‖ = −ε⊥
ε‖
(3.14)
u¨ber die Beziehung
ν‖⊥ = ν⊥‖
E⊥
E‖
(3.15)
durch Erweiterung mit der Dicke der Bezug zu den vorher bestimmten Dehnstei-
figkeiten hergestellt werden. Dies fu¨hrt zu:
ν‖⊥ = ν⊥‖
D∗⊥
D∗‖
(3.16)
Die somit bestimmten Querkontraktionszahlen ν‖⊥ und ν⊥‖ ko¨nnen verwendet
werden, um die Dehnsteifigkeiten unter Beru¨cksichtigung der Behinderung der
Querkontraktion zu bestimmen. Fu¨r einen Plattenstreifen wurde in Gleichung
3.4 die Dehnsteifigkeit D∗‖ ermittelt. Im Fall von beliebig vielen untereinander
verbundenen Plattenstreifen entsteht die Steifigkeit fu¨r eine Platte in der Form
von
D‖ =
D∗‖
1− ν⊥‖ ν‖⊥ (3.17)
und
D⊥ =
D∗⊥
1− ν⊥‖ ν‖⊥ (3.18)
Zusa¨tzlich muss noch die Dehnsteifigkeit D⊥‖ = D‖⊥ mit einer Beziehung be-
stimmt werden, die ausgehend vom Hooke’schen Gesetz fu¨r einen ebenen Span-
nungszustand ohne Schub fu¨r Faserverbundwerkstoffe entwickelt werden kann:
D⊥‖ = D‖⊥ = ν⊥‖ D⊥ = ν‖⊥ D‖ (3.19)
Um den Einfluss des Schubes zu erfassen, wird fu¨r die Einzelschicht noch die
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Abbildung 3.1: Beispiele fu¨r Gewebelagen mit der im gewa¨hlten Verbund vorlie-
genden Ko¨perbindung 2/2 (nach Firma CrossLink [22])
Dehnsteifigkeit D# bestimmt. Hierzu benutzt man den beispielsweise in Non-
hoff [84], Klein [55] oder Puck [96], [97] vorgestellten Zusammenhang
D# =
Gm (1 + 0, 6
√
ϕ)
(1− ϕ)1,35 ti (3.20)
wobei der Schubmodul Gm der Matrix berechnet wird aus der vom isotropen
Material bekannten Beziehung
Gm =
Em
2 (1 + νm)
(3.21)
Meistens bestehen die Verbunde nicht nur aus unidirektionalen Schichten. Zusa¨tz-
lich gibt es z.B. noch Wirrfaserlagen oder Gewebelagen. Da im verwendeten La-
minat auch Gewebelagen zum Einsatz kommen, sollen hier noch die Berechnungs-
gleichungen fu¨r eine einzelne Gewebeschicht dargestellt werden. Gewebelagen
zeichnen sich dadurch aus, dass sie Versta¨rkungsfasern in zwei Richtungen in
einer Schicht kombinieren. Diese beiden Richtungen werden bezeichnet als Kett-
richtung K und Schussrichtung S. Das Verha¨ltnis von K : S, von ’Kett zu Schuss’
beschreibt die Webart. Ein Verha¨ltnis von 1:1 beschreibt beispielsweise die soge-
nannte Leinwandbindung, ein Verha¨ltnis von 2:2 die sogenannte Ko¨perbindung
(Abbildung 3.1).
28 3 Materialwahl
Das gesamte Fla¨chengewicht der Gewebeschicht GA setzt sich zusammen aus der
Summe der einzelnen Fla¨chengewichte in Kett- und Schussrichtung
GA = GA Schuss +GA Kett (3.22)
Fu¨r die Kettrichtung ergibt sich die Dehnsteifigkeit fu¨r unbehinderte Querkon-
traktion nach Nonhoff [84], Klein [55] oder Puck [96], [97] zu
D∗K =
(
Ef
GA
ρf
+ Em
(
tK − GA
ρf
))
K
K + S
+
Em tK
(1− ϕ)1,35
S
K + S
(3.23)
mit der Dicke der Kettrichtung tK . Analog gilt fu¨r die Schussrichtung
D∗S =
(
Ef
GA
ρf
+ Em
(
tK − GA
ρf
))
S
K + S
+
Em tK
(1− ϕ)1,35
K
K + S
(3.24)
Die Querkontraktionszahlen fu¨r die Gewebeschicht ergeben sich aus mit dem aus
Gleichung 3.13 bekannten ν⊥‖ zu
νSK =
ν⊥‖
K
K + S
+
S
S +K
D∗K
D∗S
(3.25)
und
νKS = νSK
D∗S
D∗K
(3.26)
Analog zur Bestimmung der Dehnsteifigkeiten fu¨r die unidirektionale Schicht nach
Gleichung 3.17 mit Beru¨cksichtigung der Behinderung der Querkontraktion las-
sen sich bei der Gewebeschicht diese Dehnsteifigkeiten fu¨r die einzelnen Gewebe-
schichten ermitteln zu
DK =
D∗K
1− νSK νKS (3.27)
beziehungsweise
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Abbildung 3.2: Globales Koordinatensystem und Definition der Schichtwinkel
DS =
D∗S
1− νSK νKS (3.28)
Mit bekanntem DS oder DK ko¨nnen dann die Dehnsteifigkeiten DSK = DKS und
D# analog zur Vorgehensweise bei der unidirektionalen Lage bestimmt werden:
DSK = νSK DS (3.29)
und
D# =
Gm (1 + 0, 6
√
ϕ)
(1− ϕ)1,35 ti (3.30)
Aus den Werten der Einzelschichten kann das Laminat zusammengesetzt werden,
wobei zu beachten ist, dass diese Parameter bis jetzt nur in den Hauptachsensy-
stemen der Einzelschichten vorliegen. Um die richtungsabha¨ngigen Parameter des
gesamten Verbundes zu ermitteln, wird ein globales Koordinatenystem beno¨tigt.
Die Werte der Dehnsteifigkeiten der Einzelschichten mu¨ssen aus den lokalen Ko-
ordinatensystemen ’parallel/senkrecht’ und ’Kett/Schuss’ in dieses neue Koordi-
natensystem, welches in Abbildung 3.2 dargestellt ist, fu¨r den Verbund transfor-
miert werden. Danach ko¨nnen durch Summation der Steifigkeiten (sowohl Dehn-
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als auch z.B. Biegesteifigkeiten) die elastischen Kennwerte des gesamten Verbun-
des ermittelt werden.
Die Transformation der Dehnsteifigkeiten fu¨r die unidirektionalen Einzelschich-
ten in das globale Koordinatensystem fu¨r den Verbund geschieht unter Kenntnis
des Schichtwinkels αi mit Hilfe folgender Beziehungen (siehe Moser [77], He-
rakovich [45], Hyer [48], Puck [96]), wobei i die Nummer der betrachteten
Einzelschicht ist:
D11i = D‖i cos
4 αi +D⊥i sin
4 αi +
1
2
D1i sin
2(2 αi) (3.31)
D22i = D‖i sin
4 αi +D⊥i cos
4 αi +
1
2
D1i sin
2(2 αi) (3.32)
D66i = D#i +
1
4
D2i sin
2(2 αi) (3.33)
D12i = D⊥‖i +
1
4
D2i sin
2(2 αi) (3.34)
D16i = D61i =
1
2
(D2i sin
2 αi − (D‖i −D1i)) sin(2 αi) (3.35)
D26i = D62i =
1
2
((D‖i −D1i)−D2i sin2 αi) sin(2 αi) (3.36)
mit den Gro¨ßen
D1i = D⊥‖i + 2 D#i (3.37)
D2i = D‖i +D⊥i − 2 D1i (3.38)
Fu¨r die Gewebeschicht gilt dann analog:
D11i = DKi cos
4 αK +DSi sin
4 αK +
1
2
D1i sin
2(2 αK) (3.39)
D22i = DKi sin
4 αK +DSi cos
4 αK +
1
2
D1i sin
2(2 αK) (3.40)
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D66i = D#i +
1
4
D2i sin
2(2 αK) (3.41)
D12i = DSKi +
1
4
D2i sin
2(2 αK) (3.42)
D16i = D61i =
1
2
(D2i sin
2 αK − (DKi −D1i)) sin(2 αK) (3.43)
D26i = D62i =
1
2
((DSi −D1i)−D2i sin2 αK) sin(2 αK) (3.44)
mit den Gro¨ßen
D1i = DSKi + 2 D#i (3.45)
D2i = DKi +DSi − 2 D1i (3.46)
wobei αK hier den Winkel beschreibt, unter dem die Kettrichtung ausgerich-
tet ist. Die oben genutzten Transformationen basieren auf der Kombination der
Spannungs- und Dehnungstransformation im Stoffgesetz fu¨r das globale Koordi-
natensystem.
Fu¨r den Verbund werden nun die transformierten Werte der Dehnsteifigkeiten der
Einzelschichten noch gema¨ß ihren Richtungen summiert:
Djk =
n∑
i=1
Djki (3.47)
Die jetzt bekannten Werte Djk werden zusammengesetzt und ergeben die Dehn-
steifigkeitsmatrix D
 D11 D12 D16D21 D22 D26
D61 D62 D66
 (3.48)
Damit sind die Werte im Scheibenquadranten der Steifigkeitsmatrix bekannt.
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3.1.2 Biegesteifigkeiten
Die fu¨r die Einzelterme im Plattenquadranten zu bestimmenden Biegesteifigkei-
ten Bij ko¨nnen fu¨r eine beliebige Schicht hergeleitet werden, indem man von dem
allgemeinen Ansatz
E I˜ =
1
1− ν⊥‖i ν‖⊥i
(
E‖i
b t3i
12
+ E‖i b ti z
2
i
)
(3.49)
ausgeht. Dabei kennzeichnet I˜ ein Fla¨chentra¨gheitsmoment fu¨r eine Schicht mit
beliebiger Breite b. Zu diesen einzelnen Fla¨chentra¨gheitsmomenten der Schichten
wird im Klammerausdruck in Gleichung 3.49 der Steiner-Anteil hinzuaddiert,
wobei zi den Abstand zwischen Plattenmittelfla¨che und Schichtmitte angibt. In
der Schalentheorie aus 2 wird der geschichtete Aufbau in den Gleichungen 2.40,
2.41, 2.43 und 2.47 erfasst. Die Lage der Schichten wird dabei durch die Ko-
ordinate z˜i ausgedru¨ckt. Bezogen auf eine Einheitsbreite b = 1 ergibt sich die
Biegesteifigkeit E I des gesamten Querschnitts zu
E I =
1
1− ν⊥‖i ν‖⊥i
(
E‖i
t3i
12
+ E‖i ti z
2
i
)
(3.50)
Mit dem Zusammenhang aus Gleichung 3.17
D‖i =
E‖i ti
1− ν⊥‖i ν‖⊥i
(3.51)
kann Gleichung 3.50 umgeschrieben werden zu
E I = D‖i
(
t2i
12
+ z2i
)
(3.52)
Wird dies analog fu¨r die anderen Dehnsteifigkeiten ermittelt, kann die Bestim-
mung der Biegesteifigkeiten des Verbundes allgemein erfolgen durch
Bjk =
n∑
i=1
Djki
(
t2i
12
+ z2i
)
(3.53)
wobei ti und zi in Abbildung 3.3 zu sehen sind. Damit la¨sst sich die Biegesteifig-
keitsmatrix in der Form
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z2
z1
z4
t 1
t 2
t 3
t 4
t 5
t 6
t 7
t 8
z3
2
1
4
8
7
6
5
3
Abbildung 3.3: Bestimmung der Biegesteifigkeiten mit Hilfe der Schichtdicken ti
und den Absta¨nden zi zur Mittellinie
 B11 B12 B16B21 B22 B26
B61 B62 B66
 (3.54)
besetzen.
3.1.3 Koppelsteifigkeiten
Neben Dehn- und Biegesteifigkeiten treten in einem anisotropen Material auch
gekoppelte Steifigkeiten auf. Diese Glieder Kjk, die im Koppelquadranten der
Steifigkeitsmatrix (Gleichung 3.1) stehen, werden in Ziffer 3.2 physikalisch erkla¨rt
und lassen sich mit der Beziehung
Kjk =
n∑
i=1
Djki zi (3.55)
bestimmen. Als Anschauungsbeispiel kann man ein einfaches symmetrisches La-
minat betrachten, welches in Abbildung 3.4 dargestellt ist. Fu¨hrt man beispiels-
weise die Berechnung von K11 unter der Annahme durch, dass die Schichten 1
und 6, 2 und 5 sowie 3 und 4 identische Werte fu¨r die Dehnsteifigkeiten D11i und
die jeweiligen Dicken ti haben, dann ergibt sich:
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z1
z6
z2
z5
z3
z4 Schicht 1, 6: Gewebe
Schicht 3, 4: unidirektionale Lage
Schicht 2, 5: unidirektionale Lage
1
3
2
4
5
6
Abbildung 3.4: Beispiel fu¨r die Bestimmung der Koppelsteifigkeiten Kjk fu¨r ein
symmetrisches Laminat mit sechs Schichten
K11 = D111 z1 +D112 z2 +D113 z3 +D114 z4 +D115 z5 +D116 z6
Mit z1 = −z6, z2 = −z5 und z3 = −z4 sowie D111 = D116 , D112 = D115 und
D113 = D114 ergibt sich
K11 = D111 z1 +D112 z2 +D113 z3 −D113 z3 −D112 z2 −D111 z1 = 0
Dies gilt fu¨r alle Terme Kij. Daher sind fu¨r ein symmetrisches Laminat nur die
Glieder des Scheiben- und Plattenquadranten besetzt. Fu¨r einen nicht symmetri-
schen Verbund wird dann die Koppelmatrix zu
 K11 K12 K16K21 K22 K26
K61 K62 K66
 (3.56)
3.1.4 Bestimmung derWerkstoffparameter des Verbundes
Mit Hilfe der Ergebnisse fu¨r die Dehnsteifigkeiten und Biegesteifigkeiten ko¨nnen
die Elastizita¨tskennwerte des gesamten Verbundes bestimmt werden. Dazu wird
die Gesamtdicke tges beno¨tigt, die mit
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tges =
n∑
i=1
ti (3.57)
als Summe der Einzelschichtdicken definiert ist. Mit der Gesamtdicke des Ver-
bundes kann der Elastizita¨tsmodul in x- bzw. y-Richtung bestimmt werden. Dazu
besteht die Mo¨glichkeit, die Dehnsteifigkeiten zu benutzen. Dazu gebraucht man
Ex =
D11
tges
(1− νxy νyx) (3.58)
und
Ey =
D22
tges
(1− νxy νyx) (3.59)
Die beno¨tigten Querkontraktionszahlen νxy und νyx folgen aus
νxy =
D12
D11
(3.60)
und
νyx =
D12
D22
(3.61)
Je nach gewa¨hltem Laminataufbau sind die Querkontraktionszahlen in den ver-
schiedenen Richtungen nicht gleich groß. Der Schubmodul Gxy (in der Ebene)
folgt mit
Gxy =
D66
tges
(3.62)
Alternativ kann der Elastizita¨tsmodul auch u¨ber die sogenannten Nachgiebigkei-
ten ermittelt werden. Die Nachgiebigkeitsmatrix ist die Inverse der Dehnsteifig-
keitsmatrix. Mit Hilfe der Elemente der Nachgiebigkeitsmatrix
N = D−1 =
 N11 N12 N16N21 N22 N26
N61 N62 N66
 (3.63)
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kann der Elastizita¨tsmodul in x- bzw. y-Richtung bestimmt werden u¨ber die Be-
ziehungen
Ex =
1
N11 tges
(3.64)
und
Ey =
1
N22 tges
(3.65)
mit den Querkontraktionszahlen
νxy = −N12
N22
(3.66)
νyx = −N12
N11
(3.67)
Der Schubmodul Gxy ergibt sich zu
Gxy =
1
N66 tges
(3.68)
Mit den Biegesteifigkeiten ko¨nnen die Biege-Elastizita¨tskennwerte in Form von
den Biege-Elastizita¨tsmodulen Exb , Eyb , den Biege-Querkontraktionszahlen νxyb ,
νyxb und dem Biege-Schubmodul Gxyb ermittelt werden. Hierzu stehen die Biege-
steifigkeitsmatrix B oder ihre Inverse
NB = B−1 =
 NB11 NB12 NB16NB21 NB22 NB26
NB61 NB62 NB66
 (3.69)
zur Verfu¨gung. Damit ergeben sich fu¨r die Biege-Elastizita¨tsmodule
Exb =
12
NB11 t3ges
=
B11 12
t3ges
(1− νxyb νyxb) (3.70)
Eyb =
12
NB22 t3ges
=
B22 12
t3ges
(1− νxyb νyxb) (3.71)
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Die Biege-Querkontraktionszahlen werden zu
νxyb =
B12
B11
= −NB12
NB22
(3.72)
νyxb =
B12
B22
= −NB12
NB11
(3.73)
Der Biege-Schubmodul Gxyb kann mit Hilfe der Beziehungen
Gxyb =
B66 12
t3ges
=
12
NB66 t3ges
(3.74)
bestimmt werden.
3.2 Koppeleffekte
Mit den Berechnungen der Kennwerte der vorhandenen Einzelschichten kann die
globale Steifigkeitsmatrix des Gesamtverbundes in der Form

D11 D12 D16 K11 K12 K16
D21 D22 D26 K21 K22 K26
D61 D62 D66 K61 K62 K66
K11 K12 K16 B11 B12 B16
K21 K22 K26 B21 B22 B26
K61 K62 K66 B61 B62 B66

(3.75)
zusammengestellt werden. Mit Hilfe dieser Steifigkeitsmatrix kann einer der gro¨ß-
ten Unterschiede der Faserverbundwerkstoffe zu isotropem Material erkla¨rt wer-
den. In Faserverbunden ko¨nnen Koppeleffekte auftreten, die sich auf drei ver-
schiedene Arten zeigen ko¨nnen:
• Dehnungs-Scherungs-Kopplung (in der Ebene - in der Ebene)
• Dehnungs-Biege- und Scherungs-Drill-Kopplung (in der Ebene - aus der
Ebene)
• Biege-Drill-Kopplung (aus der Ebene - aus der Ebene)
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Diese Koppeleffekte ko¨nnen einen großen Einfluss auf das Verhalten der Struktur
haben, abha¨ngig von der Wahl der Einspannbedingungen, der Art der Belastung,
der Anzahl der Schichten und des Lagenaufbaus. Die angegebenen Koppelterme
mu¨ssen nicht gleichzeitig in einem Laminat auftreten, u¨blicherweise sind nur ein-
zelne Effekte vorhanden wa¨hrend die anderen den Wert ’Null’ annehmen.
Um die unterschiedlichen Effekte der Koppelterme verstehen zu ko¨nnen, kann
man mit Hilfe der in Gleichung 3.75 dargestellten Steifigkeitsmatrix die Kop-
pelterme aus den verschiedenen Werten fu¨r die Dehnsteifigkeit Dij (Scheiben-
quadrant), den Werten fu¨r die Koppelsteifigkeit Kij (Koppelquadrant) und den
Werten fu¨r die Biegesteifigkeit Bij (Plattenquadrant) identifizieren.
Die Koppelterme in der Steifigkeitsmatrix sind D16 (= D61), D26 (= D62), Kij,
B16 (= B61) und B26 (= B62). Sie ko¨nnen in folgende Gruppen eingeteilt werden:
D16, D26 Membran-Kopplung
Kij Membran-Biege-Koppelung
B16, B26 Biege-Drill-Koppelung
Diese Koppelterme mu¨ssen, wie schon erwa¨hnt, nicht alle gleichzeitig in einem
Verbund vorkommen.
Abbildung 3.5 zeigt eine Zusammenfassung einiger typischer Lagenzusammenset-
zungen in einem Verbund und welche Koppelterme in ihnen vorliegen. Hierbei
bedeutet ’symmetrisch’, dass die Materialeigenschaften und die Anordnung der
Lagen symmetrisch bezu¨glich der Mittelebene (Symmetrieachse) sind. Ist dies
nicht gewa¨hrleistet, handelt es sich um einen ’unsymmetrischen’ Verbund. Das
Kennzeichen eines ’antisymmetrischen’ Verbundes ist eine Anordnung, bei der
beispielsweise zu einer -50◦ Lage eine entsprechende +50◦ Lage existiert, die auf
der anderen Seite der Symmtrieachse liegt, von der Symmetrieachse gleich weit
weg ist und die gleiche Dicke hat wie die -50◦ Lage. Abbildung 3.6 zeigt, welche
Lasten die vorhandenen Koppelterme mit welchen Deformationen verknu¨pfen.
Koppeleffekte spielen beispielsweise bei Untersuchungen zum Beulverhalten von
Faserverbundplatten eine große Rolle. Sind Koppelglieder in der Matrix vorhan-
den, ist das zu lo¨sende Beulproblem ein nichtlineares Problem. Sind keine Kop-
pelglieder in der Steifigkeitsmatrix vorhanden, so handelt es sich um ein lineares
Beulproblem.
In vorhergehenden Arbeiten von Stoffel [118] sind isotrope Werkstoffe wie Stahl
oder Kupfer untersucht worden. Aus Gru¨nden der Vergleichbarkeit ist der U¨ber-
gang zu schwach anisotropen Werkstoffen sinnvoll. Nach der Analyse dieser Werk-
stoffe kann der anisotrope Charakter graduell versta¨rkt werden. Dies bedeutet,
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symmetrischer Aufbau
Kij = 0
orthotrop[
(α1/α2)n
]
s
D16, D26 6= 0
B16, B26 6= 0
Winkelverbund[
(α1/− α1)n
]
s
D16 = D26 = 0
B16, B26 6= 0
Kreuzverbund[
(0/90)n
]
s
D16 = D26 = 0
B16 = B26 = 0
antisymmetrischer Aufbau
Winkelverbund
(α1/− α1)n
D16 = D26 = 0
B16 = B26 = 0
K16, K26 6= 0
Kreuzverbund
(0/90)n
D16 = D26 = 0
B16 = B26 = 0
K11, K22 6= 0
unsymmetrischer Aufbau
z.B. (α1/α2/− α3/α4)
allgemein: D16, D26 6= 0
B16, B26 6= 0
Kij 6= 0
Abbildung 3.5: Mo¨gliche Lagen in einem Verbund und Koppelterme
D    ,16 D26 B B
K   ,11 K    ,22 K12
K    ,16 K26
K66
Dehnung
Scherung
Biegung
,16 26
Drillung
Abbildung 3.6: U¨bersicht u¨ber die Verknu¨pfung der Lasten/Deformationen durch
bestimmte Koppelterme (nach Herakovich [45])
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Abbildung 3.7: Schichtenweiser Aufbau des gewa¨hlten Verbundes
dass im gewa¨hlten Aufbau der Faserverbundplatten mo¨glichst wenige Koppelef-
fekte auftreten sollen. Daraus folgt die U¨berlegung, dass das Laminat symme-
trisch sein soll, da damit die Kopplung zwischen Dehnung und Biegung bzw.
Drillung und Scherung wegfa¨llt. Der gewa¨hlte symmetrische Faserverbund setzt
sich zusammen aus ±45o Lagen und 0o/90o Lagen. Der Vorteil dieses Aufbaus ist,
dass die Plattenverschiebungen senkrecht zur Plattenmittelfla¨che rotationssymm-
terisch sind, so dass eine genaue Ausrichtung in der in Ziffer 6.2.1 beschriebenen
Einspannung nicht notwendig ist. Diese Rotationssymmetrie bzw. Radialsymme-
trie ist in Vorversuchen u¨berpru¨ft worden. Ergebnisse sind in Ziffer 6.2.2 dar-
gestellt. Weiterhin sorgt der Aufbau dafu¨r, dass weniger große Spannungsspitzen
auftreten. Die Fasern sind im wesentlichen verantwortlich fu¨r die U¨bertragung der
Last. Durch die Wahl von Lagen in ±45o- und 0o/90o-Richtung ist gewa¨hrleistet,
dass diese Spannungsspitzen besser verteilt sind. Zusa¨tzlich sorgt die Lagenwahl
dafu¨r, dass der vorliegende Verbund nach den beispielsweise von Kaw [53] und
Reddy [103] gegebenen Definitionen als ’quasi-isotrop’ bezeichnet werden kann.
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Abbildung 3.8: Beispiel einer Gewebeschicht nach der Veraschung
3.3 Veraschung
Der tatsa¨chlich vorliegende Aufbau des Verbundes wurde durch eine Veraschung
nach EN ISO 1172 [25] u¨berpru¨ft. Mit Hilfe dieses Versuches, der im Rahmen
einer Zusammenarbeit mit dem Faserverbundlabor des Fachbereiches Luft- und
Raumfahrttechnik der Fachhochschule Aachen durchgefu¨hrt wurde, wird fu¨r ein
mit Glasfasern versta¨rktes Laminat im Ofen bei hoher Temperatur das Harz
verbrannt. Durch die Untersuchung der u¨briggebliebenen Glasfasern ko¨nnen ei-
nerseits die Fla¨chengewichte GAi der einzelnen Schichten und deren Winkel α
sowie zusa¨tzlich der Faservolumengehalt ϕ bestimmt werden (Tabelle 3.1). Fu¨r
die Rechnung wird aus den gemessenen Fla¨chengewichten ein Durchschnittswert
gebildet. Außerdem ko¨nnen bei einer Veraschung die verschiedenen Lagen deutlich
erkannt werden. Ein Beispiel einer in dem verwendeten Verbund vorkommenden
Gewebeschicht ist in Abbildung 3.8 zu sehen.
Das endgu¨ltige Laminat setzt sich zusammen aus 16 Schichten und ist in Abbil-
dung 3.7 dargestellt. Bei den 0o/90o-Schichten handelt es sich um Gewebelagen
mit einer Ko¨perbindung 2/2 (ein Beispiel einer Ko¨perbindung ist in Abbildung
3.1 dargestellt), die ±45o-Schichten ko¨nnen als unidirektionale Lagen angesehen
werden. Gewebe- und unidirektionale Lagen wurden als Glasprepregs in einer
Epoxidharzmatrix geliefert. Das Versuchsmaterial wurde bei 135oC fu¨r 90 min
unter einem Anpressdruck von 4, 86 bar gepresst. Aus den gepressten Platten
wurden Kreisplatten mit einem Durchmesser von 138 mm fu¨r Versuche im Stoß-
wellenrohr und Rechteckproben zur Ermittlung der Materialparameter gefertigt.
42 3 Materialwahl
Schicht α GA gemessen GA fu¨r Rechnung
Nr. [o]
[ g
cm2
] [ g
cm2
]
1 -45 235 230
2 -45 228 230
3 -45 235 230
4 -45 215 230
5 0/90 291 290
6 0/90 291 290
7 0/90 291 290
8 0/90 291 290
9 0/90 291 290
10 0/90 284 290
11 0/90 291 290
12 0/90 291 290
13 -45 242 230
14 -45 242 230
15 -45 235 230
16 -45 222 230
Tabelle 3.1: Ergebnisse der Veraschung
3.4 Berechnete Werte der Materialparameter
Die in Ziffer 3.1 dargestellten Rechenoperationen zur Ermittlung der Verbund-
kennwerte werden mit dem Programm von Mu¨cke [79] durchgefu¨hrt. Fu¨r die
Anwendung dieses Programms werden folgende Ausgangswerte eingesetzt, die
entweder vom Hersteller und als Ergebnisse der Veraschung bekannt sind:
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Faservolumengehalt ϕ 0, 47
Elastizita¨tsmodul der Faser Ef 73000 N/mm
2
Elastizita¨tsmodul der Matrix Em 3600 N/mm
2
Dichte der Faser ρf 2, 6 g/cm
2
Dichte der Matrix ρm 1, 2 g/cm
2
Querkontraktionszahl der Faser νf 0, 22
Querkontraktionszahl der Matrix νm 0, 35
Aus den Dichten der Faser ρf und der Matrix ρm kann bei bekanntem Faservo-
lumengehalt ϕ mit Hilfe der Beziehung
ρ = ϕ ρf + (1− ϕ) ρm (3.76)
die Dichte des Gesamtverbundes ρ bestimmt werden. Mit dem Programm werden
die folgenden Werte errechnet:
Biege-Elastizita¨tsmodul Exb 17839 N/mm
2
Biege-Elastizita¨tsmodul Eyb 17839 N/mm
2
Biege-Schubmodul Gxyb 9100 N/mm
2
Querkontraktionszahl νxyb 0, 427
Querkontraktionszahl νyxb 0, 427
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4 Stoffgesetze und Identifikation der
Materialparameter
Die in Kapitel 3 rechnerisch ermittelten Materialeigenschaften gelten fu¨r quasi-
statische Belastungen. In der Literatur ist beispielsweise von Barre´ und Cho-
tard [6] oder Harding und Welsh [43] eine Geschwindigkeitsabha¨ngigkeit
der Werkstoffeigenschaften nachgewiesen worden. Daher wird auch das vorlie-
gende Plattenmaterial als viskoelastisch angenommen. Um diese Hypothese zu
u¨berpru¨fen, werden auf pha¨nomenologischer Grundlage die Materialeigenschaf-
ten durch Pru¨fversuche zuna¨chst untersucht und basierend auf den Ergebnissen
passende Stoffgesetze ausgewa¨hlt. Ziel ist es, das geschwindigkeitsabha¨ngige Ma-
terialverhalten zu untersuchen und daran ein Materialmodell (Stoffgesetz) anzu-
passen. Dafu¨r werden in Ziffer 4.1 die elastischen und viskoelastischen Eigenschaf-
ten des Materials untersucht.
4.1 Identifikation der Materialparameter
Auch wenn die Bestimmung der Materialkennwerte, wie in Kapitel 3 dargelegt,
rechnerisch erfolgen kann, ist es bei Faserverbundwerkstoffen sinnvoll, erga¨nzende
Materialpru¨fversuche durchzufu¨hren, um diese berechneten Werte zu besta¨tigen.
Zur Identifikation der Materialparameter werden zuna¨chst quasistatische Ver-
suche durchgefu¨hrt: Drei-Punkt-Biegeversuch und Zugversuch. Da die im Stoß-
wellenrohr bei Versuchen vorkommenden Belastungsgeschwindigkeiten deutlich
ho¨her als die Geschwindigkeiten in den quasistatischen Versuchen sind, sollen
jedoch auch dynamische Versuche gemacht werden, um eine mo¨glicherweise vor-
handene Geschwindigkeitsabha¨ngigkeit der Materialparameter zu erfassen. Die
eventuelle Geschwindigkeitsabha¨ngigkeit der Materialparameter des Verbundes
beruht darauf, dass wegen des polymeren Matrixmaterials eine viskoelastische
Komponente vorhanden ist. Die in Ziffer 1.3 aufgefu¨hrte Literatur la¨sst mehr-
heitlich den Schluss zu, dass dieses durch die Matrix bestimmte Verhalten nicht
ignoriert werden darf. Die viskoelastischen Eigenschaften der Faser hingegen sind
so gering ausgepra¨gt, dass sie vernachla¨ssigt werden ko¨nnen. Viskoelastisches Ma-
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terialverhalten zeigt sich beispielsweise - bei Aufzeichnung von Kraft und Weg -
in einer gegenu¨ber den isotropen Materialen ausgepra¨gten Hystereerscheinung in
der Be- und Entlastungskurve. Betten [11] ermittelte mechanische Hysteresen
rheologischer Ko¨rper und erhielt bei Linearita¨t - beispielsweise fu¨r den Kelvin-
Ko¨rper - eine exakte Ellipse. Aus seinen Messungen ([13], [16]) an Gusswerk-
stoffen wurden Abweichungen von dieser Idealform, insbesondere Knickpunkte
an Lastumkehrstellen, deutlich, die auf physikalische Nichtlinearita¨ten schließen
ließen.
4.1.1 Versuchseinrichtung
Fu¨r die durchgefu¨hrten Versuche standen am Institut fu¨r Allgemeine Mechanik
servohydraulische Pru¨fmaschinen der MTS System Corporation zur Verfu¨gung.
Die fu¨r die in dieser Arbeit durchgefu¨hrten Versuche benutzte Maschine besitzt
einen Hydraulikzylinder, der eine maximale Kraft bis 15 t und einen maximalen
Weg von 120 mm ausfu¨hren kann. Mit einer 14-bit Auflo¨sung werden die Wer-
te fu¨r Kraft und Weg im angeschlossenen Rechner aufgenommen. Die Steuerung
sowie die Aufzeichnung der Messwerte erfolgen mit dem Steuercomputersystem
Flextest IIm von MTS. Dieses System besitzt neun analoge und neun digita-
le Ein- und Ausga¨nge fu¨r Messsonden, Messversta¨rker oder Messcomputer. An
das System ko¨nnen flexibel mehrere verschiedene Lastzellen (Hydraulikzylinder)
angeschlossen und auch daru¨ber angesteuert werden. Es ist mo¨glich, einen Ver-
suchsablauf vorzugeben, den das System dann automatisch mit hoher Pra¨zision
abfa¨hrt. Die Ansteuerung kann sowohl u¨ber einen definierten Weg als auch u¨ber
eine definierte Last erfolgen.
4.1.2 Drei-Punkt-Biegeversuch
Zur Ermittlung der dehnratenunabha¨ngigen Materialeigenschaften wird zuerst
der Drei-Punkt-Biegeversuch nach EN ISO 14125 [26] durchgefu¨hrt. Der Ver-
suchsaufbau wurde am Institut fu¨r Allgemeine Mechanik entwickelt. In Abbil-
dung 4.1 ist der Versuchsaufbau dargestellt. Hierbei wird der Probeko¨rper zwi-
schen zwei Auflagern und einer Druckfinne mit konstanter quasi-statischer Pru¨fge-
schwindigkeit verformt. Wa¨hrend des Versuches werden die Kraft und die Ver-
schiebung am Kraftangriffspunkt in regelma¨ßigen Absta¨nden gemessen. Da die
Auflo¨sung der in den Hydraulikzylinder eingebauten Kraftmessdose verha¨ltnis-
ma¨ßig grob ist, wird eine externe Kraftmessdose von HBM (Hottinger Baldwin
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Abbildung 4.1: Aufbau fu¨r Dreipunktbiegung
Messtechnik) eingebaut, deren maximale Belastung bei 5 kN liegt. Die Kraft-
messdose wird in den Regelkreis der Pru¨fmaschine eingebunden, so dass die
Messwerte ebenfalls im Computer erfasst werden ko¨nnen.
Zur Auswertung der aufgenommenen Messwerte kann das Verfahren aus der
EN ISO 14125 verwendet werden. Ergebnisse der hier gepru¨ften Proben, bei de-
nen die aufgenommenen Messwerte nach dieser Norm ausgewertet werden, ko¨nnen
in Jennissen [50] gefunden werden. Da der Schubeinfluss bei den Faserverbund-
werkstoffen nicht vernachla¨ssigt werden kann, wird hier das Verfahren von Non-
hoff [84] angewendet, in welchem bei der Berechnung des Biege-Elastizita¨tsmo-
duls zusa¨tzlich auch der Einfluss des Schubmoduls erfasst wird.
Die mittige Durchbiegung s der Probe kann auf folgende Art bestimmt werden
[84]:
s =
F `3
48 E I
+
k F `
4 G A
. (4.1)
Hierbei kennzeichnen F, `, E, I, G, A, k die resultierende Kraft, den Auflagerab-
stand, den Elastizita¨tsmodul, das Fla¨chentra¨gheitsmoment (hier fu¨r eine Recht-
eckprobe: (b t3)/12), den Schubmodul, die Querschnittsfla¨che (hier fu¨r eine Recht-
eckprobe: b t) und die Schubkonstante bei Rechteckproben, die hier auf k = 1, 2
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Abbildung 4.2: Auswertung fu¨r vier verschiedene Auflagerabsta¨nde
gesetzt wird. Der 1. Term in Gleichung 4.1 entspricht der mittigen Durchbie-
gung wie sie in der Bernoulli’schen Balkentheorie bestimmt wird, wa¨hrend der
2. Term den Einfluss des Schubes beru¨cksichtigt. Diese Gleichung kann umgeformt
werden zu
4 s b t
F `
=
1
E
(
`
t
)2
+
k
G
(4.2)
Dadurch erha¨lt man eine lineare Funktion mit dem Argument (`/t)2. Tra¨gt man
den Wert fu¨r (4 s b t)/(F `) u¨ber (`/t)2 auf, so kann getrennt der Elastizita¨ts-
modul aus der Steigung der Funktion und der Schubmodul mit Hilfe der Schub-
konstanten k aus dem Schnittpunkt mit der vertikalen Achse entnommen wer-
den (Abbildung 4.2). Die Drei-Punkt-Biegeversuche werden mit drei oder mehr
verschiedenen Auflager-Stu¨tzweiten durchgefu¨hrt. Dadurch findet man drei oder
mehr Punkte dieser linearen Funktion. In den vorliegenden Versuchen werden vier
verschiedene Auflagerabsta¨nde benutzt. Als Beispiel einer Auswertung sieht man
in Abbildung 4.3 die Kurven, die fu¨r jeden einzelnen Auflagerabstand ermittelt
wurden. Um eine Streuung der Messergebnisse zu erfassen, werden zehn Recht-
eckproben verwendet, die aus demselben Material wie die Versuchsplatten fu¨r das
Stoßwellenrohr stammen.
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Abbildung 4.3: Beispiel der Auswertungen fu¨r vier Auflagerabsta¨nde
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In Abbildung 4.2 sind die vier Messwerte der einzelnen Auflagerabsta¨nde darge-
stellt. Eine Ausgleichsgerade liefert dann durch die Steigung den Wert fu¨r den
Elastizita¨tsmodul und durch den Schnittpunkt mit der y-Achse den Schubmodul.
Die Streuung ist durch die Fehlerbalken dargestellt.
Auf diese Weise wurden folgende Werte fu¨r quasistatische Verformungsbedingun-
gen fu¨r den Biege-Elastizita¨tsmodul und den Schubmodul G13 in Dickenrichtung
ermittelt:
Exb = Eyb = 15645 N/mm
2 und G13 = 250 N/mm
2
4.1.3 Zugversuch
Zur Durchfu¨hrung von Zugversuchen wurde die oben beschriebene MTS-Pru¨fma-
schine mit entsprechender Einspannvorrichtung fu¨r die Proben verwendet. Bei
den ersten quasistatischen Versuchen nach EN ISO 527 [24] zeigt sich das Pro-
blem, dass die interne Wegmessung am Hydraulikzylinder eine zu grobe Auflo¨sung
hat. Eine Bewertung der Messergebnisse ist mo¨glich, da Ergebnisse von Refe-
renzzugversuchen aus dem Faserverbundlabor des Fachbereichs Luft- und Raum-
fahrttechnik der Fachhochschule Aachen vorlagen (servohydraulische Maschine
von Schenck, max. Kraft 40 t, Dehnungsaufnahme mit Hilfe des elektronischen
Wegaufnehmers DD1 von Hottinger Baldwin Messtechnik).
Um die Dehnung genau zu erfassen, werden daher Dehnungsmessstreifen (Ab-
bildung 4.4) PFL-20-11 (preusser Messtechnik) mit dem Zwei-Komponenten-
Klebstoff X60 (Hottinger Baldwin Messtechnik) auf die Proben fu¨r den Zugver-
such appliziert. Die Dimension des Dehnungsmessstreifens ist so gewa¨hlt, dass das
Messgitter den Eigenheiten eines anisotropen Materials Rechnung tra¨gt. Wa¨hrend
bei isotropen Materialen ein kleines Messgitter genu¨gt, ist es bei den Faserver-
bundwerkstoffen sinnvoll, dass das Messgitter einen gro¨ßeren Bereich der Ober-
fla¨che abdeckt, da dann der Einfluss von etwaigen Unregelma¨ßigkeiten in der Fa-
serverteilung an der Applikationsstelle ausgeglichen werden kann. In Abbildung
4.5 ist gezeigt, wie der Dehnungsmessstreifen (DMS, Widerstand R1) im Ka-
bel zur Vollbru¨cke (gema¨ß der Wheatstone’schen Messbru¨cke) erga¨nzt wird.
Die gestrichelte Linie bezeichnet das Gera¨tegeha¨use. Die Bezeichnungen ’SIG’
stehen fu¨r das Signal, ’COMM’ und ’EXC’ kennzeichnen die Versorgungsspan-
nungsanschlu¨sse. Die Vollbru¨cke besteht nicht aus Hochpra¨zisionswidersta¨nden
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Abbildung 4.4: Eingespannte Zugprobe mit Dehnungsmessstreifen
(Widersta¨nde R2 bis R4), daher wird im Fußpunkt der Bru¨cke ein Potentiome-
terabgleich ermo¨glicht (Widerstand R5). Vor jedem Versuch wird am unbelaste-
ten DMS u¨ber ein Multimeter im kleinsten Messbereich die Spannung abgelesen
und bei Bedarf u¨ber das Potentiometer ein Nullabgleich gemacht. Das Kabel
wird an den Einschub ME30 im externen Messversta¨rkersystem MGA II (Hot-
tinger Baldwin Messtechnik) mit dem Digitalanzeiger DA 12 (Hottinger Baldwin
Messtechnik) angeschlossen. Mit der internen Kalibrierung wird die Messkette
so eingestellt, dass die Anzeige einer Spannungsa¨nderung Ua entspricht. Mit der
angeschlossenen Speisespannung von US = 5 V kann dann u¨ber die Beziehung
[46]
ε =
Ua
US
4
k
(4.3)
die zu jedem aufgenommenen Kraftwert entsprechende Dehnung berechnet wer-
den. Die mit diesen Messungen fu¨r zehn Zugproben ermittelten Werte fu¨r den
Elastizita¨tsmodul entsprechen denen, die in den Referenzmessungen gemessen
wurden.
Da aufgrund der Viskoelastizita¨t der Matrix, wie zu Beginn dieses Kapitels erla¨u-
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Abbildung 4.5: Schaltbild der Vollbru¨cke mit Dehnungsmessstreifen
tert, und der Geschwindigkeiten im Stoßwellenrohrversuch ein geschwindigkeits-
abha¨ngiges Verhalten des Werkstoffs erwartet wird, soll dieses Verhalten im Zug-
versuch durch Steigerung der Belastungsgeschwindigkeiten u¨berpru¨ft werden. Das
Ziel dieser Versuche ist, abha¨ngig von der Dehnrate, eine Erho¨hung des Elasti-
zita¨tsmoduls gegenu¨ber den quasistatischen Werten nachzuweisen. Dafu¨r wird
zuna¨chst das Regelverhalten der MTS-Pru¨fmaschine fu¨r dynamische Kurzzeitbe-
lastungen optimiert, indem der PID-Regler fu¨r eine plo¨tzliche Belastung ange-
passt wird. Die Proportionalversta¨rkung (P-Regler) u¨bernimmt dabei die Auf-
gabe, dass bei Erho¨hung der Proportionalversta¨rkung das Istwertsignal genauer
dem Vorgabesignal folgt. Die richtige Integralversta¨rkung (I-Regler) sorgt dafu¨r,
dass die Zeit, die das System braucht, um den vorgegebenen Lastzustand zu
erreichen, minimiert wird. Die optimale Geschwindigkeitsversta¨rkung (D-Regler)
sorgt dafu¨r, dass das U¨berschwingen bei Erreichen des Zielwertes reduziert und die
Stabilita¨t verbessert wird. Mit den bestmo¨glichen Einstellungen werden die Zug-
versuche bei erho¨hten Dehnraten durchgefu¨hrt. Bei einer hohen Dehnrate zeigt
sich ein Versatz in der Reaktion zwischen Spannung und Dehnung. Dies bedeutet,
dass erst die Spannung und mit einem Zeitversatz von 0,005 s die Dehnung steigt.
Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 4.6 dargestellt. Um zu u¨berpru¨fen, ob es
sich bei diesem Ergebnis um Materialverhalten oder einen Messfehler handelt,
soll der Dehnungsmessstreifen nicht u¨ber den externen Messversta¨rker, sondern
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Abbildung 4.6: Spannung und Dehnung u¨ber der Zeit im dynamischen Versuch,
DMS-Anschluss am externen Messversta¨rker
direkt an die MTS-Pru¨fmaschine angeschlossen werden. Die MTS-Maschine be-
sitzt verschiedene Einga¨nge, die fu¨r externe Gera¨te verwendet werden ko¨nnen.
Das Problem bei dieser Art des Anschlusses ist die Regelung und Ansteuerung
im Steuerprogramm. Da die Ansteuerung innerhalb der MTS-Maschine von mehr
Regelparametern abha¨ngig ist als bei dem vorher verwendeten Messversta¨rker, ist
das Einstellen einer Kalibrierung fu¨r den Dehnungsmessstreifen ein eher iterativer
Prozess. Fu¨r die U¨berpru¨fung, ob es sich bei dem Zeitversatz um Materialverhal-
ten oder ein Ergebnis der Messtechnik handelt, wird daher ein linearer Zusam-
menhang zwischen Dehnung ε und Anzeige eingestellt, der nachher manuell zur
Dehnung ε umgerechnet wird. Das Ergebnis dieser Messungen ist in Abbildung
4.7 zu sehen. Es ist zu erkennen, dass Spannung und Dehnung nun gleichzeitig
ansteigen. Mit diesem Versuchsaufbau werden nun fu¨r verschiedene Dehnraten die
Messwerte fu¨r Kraft und Dehnung aufgenommen und in Spannungs-Dehnungs-
Kurven dargestellt. In Abbildung 4.8 erkennt man eine vera¨nderte Steigung der
σ-ε-Kennlinie bei variierter Dehnrate.
4.2 Stoffgesetze
Da die Ergebnisse der Materialpru¨fversuche aus Kapitel 4 eine Dehnratenabha¨ngig-
keit des Elastizita¨tsmoduls im Zugversuch aufzeigen, sollen fu¨r die numerische
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Abbildung 4.7: Spannung und Dehnung u¨ber der Zeit im dynamischen Versuch,
DMS-Anschluss am MTS-Messversta¨rker
Abbildung 4.8: Spannung u¨ber Dehnung fu¨r verschiedene Dehnraten
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Simulation der Verformung zwei verschiedene Stoffgesetze verwendet werden. Bei
diesen verwendeten Gesetzen handelt es sich um ein elastisches als auch ein vis-
koelastisches Materialverhalten.
4.2.1 Elastisches Materialverhalten
Um das elastische Materialverhalten zu erfassen, werden die Schichten nicht
einzeln modelliert, sondern die Platte global als quasi-isotrop betrachtet. Die-
se Betrachtung ist in diesem Fall mo¨glich, da im Kapitel 3 beschrieben wurde,
auf Grund welcher Voraussetzungen der tatsa¨chliche Aufbau des Verbundes aus-
gewa¨hlt wurde und welche Effekte ausgeschlossen wurden. Somit kann nach dem
Hooke’schen Gesetz die Abha¨ngigkeit zwischen Spannungen und Dehnungen wie
folgt ausgedru¨ckt werden:
σαj = Dαjβl εβl . (4.4)
Dabei nimmt der erste Index der Tensoren zweiter Stufe nur die Werte 1 und 2 an,
da die Dickena¨nderung und die Normalspannung in Richtung der Schalennorma-
len vernachla¨ssigt werden. Hierbei kennzeichnet Dαjβl den Tensor der elastischen
Koeffizienten:
Dαjβl =

E
1−ν2
νE
1−ν2 0 0 0
νE
1−ν2
E
1−ν2 0 0 0
0 0 G12 0 0
0 0 0 G13 0
0 0 0 0 G13

. (4.5)
Darin bezeichnen E, ν, G12 und G13 den Elastizita¨tsmodul, die Querkontrakti-
onszahl sowie die Schubmodule.
4.2.2 Viskoelastisches Materialverhalten
Um das in den dynamischen Zugversuchen festgestellte dehnratenabha¨ngige Ver-
halten in der Materialmodellierung zu erfassen, wird ein vera¨nderlicher Elasti-
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zita¨tsmodul verwendet. Angelehnt an Ergebnisse, die von Ochola et al [86]
oder in der Zusammenstellung von Barre´ und Chotard [6] aufgefu¨hrt wurden,
wird ein empirisches Modell basierend auf vorher ausgefu¨hrten Materialpru¨fversu-
chen benutzt. Um fu¨r jede Dehnrate einen korrespondierenden Elastizita¨tsmodul
bestimmen zu ko¨nnen, wird dabei eine stetige gebrochen rationale Funktion in
der folgenden Form verwendet:
E1 = E + (A · |ε˙1|)B (4.6)
E2 = E + (A · |ε˙2|)B (4.7)
Die Gleichungen 4.6 und 4.7 sind hier als Zahlenwertgleichungen zu verstehen,
bei denen die einzelnen Werte von E, A und B von Bedeutung sind und die Kon-
sistenz der Einheiten vernachla¨ssigt wird.
Die Elastizita¨tsmodule E1 und E2 ko¨nnen sich wa¨hrend der Plattenverformung
unterschiedlich entwickeln, da in zueinander senkrechten Richtungen verschiede-
ne Dehnraten ε˙1 und ε˙2 entstehen ko¨nnen. Hierdurch entsteht ein anisotropes
Werkstoffverhalten, das durch die Dehnratenabha¨ngigkeit induziert wird.
Die in Kapitel 4 ermittelte Erho¨hung des Elastizita¨tsmodules wird in einem Dia-
gramm dargestellt, in dem die Erho¨hung des Elastizita¨tsmodules (∆E) u¨ber der
Dehnrate ε˙ aufgetragen wird. Dehnraten u¨ber 0,1/s fu¨hren bei der verwendeten
Versuchseinrichtung in den dynamischen Zugversuchen zu einem U¨berschwingen
der Kraftmessdose nach Erreichen des Zielwertes. Daher muss von dem Dehnra-
tenspektrum in Abbildung 4.9 auf die viskoelastischen Eigenschaften bei Versu-
chen im Stoßwellenrohr geschlossen werden. Durch Kurvenanpassung ko¨nnen die
viskoelastischen Parameter A und B ermittelt werden (Abbildung 4.9).
Auf diese Weise wurden folgende Werte bestimmt:
A = 13000 N/mm2 und B = 0, 14
Die durch diese Parametern definierte Kurve in Abbildung 4.9 fu¨hrt bei hohen
Dehnraten, wie sie auch im Versuch im Stoßwellenrohr vorkommen ko¨nnen, zu
einem unrealistisch hohen Elastizita¨tsmodul. Da im Materialversuch Messwerte
fu¨r den Elastizita¨tsmodul bis zu einer Dehnrate von 0,093/s sicher erfasst wurden,
wird die fu¨r diese Dehnrate bestimmte Erho¨hung als konstant fu¨r alle folgenden,
ho¨heren Dehnraten festgesetzt. Dies fu¨hrt fu¨r die Simulation zu einer Entwicklung
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Abbildung 4.9: ∆E u¨ber Dehnrate
des dehnratenabha¨ngigen Elastizita¨tsmoduls, wie sie in Abbildung 4.9 durch die
schwarze Kurve dargestellt ist.
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5.1 Elementtyp
Zur numerischen Lo¨sung der in Kapitel 2 und Ziffer 4.2 vorgestellten Gleichungs-
systeme wird die Finite-Elemente-Methode verwendet. Dabei wird ein Finite-
Elemente-Programm benutzt, das in den Arbeiten von Palmerio et al [90]
und Kreja et al [64] entwickelt und in den Arbeiten von KÃlosowski et al
[59], [60] auf viskoplastisches dynamisches Strukturverhalten erweitert wurde. Fu¨r
die Vernetzung der zu untersuchenden Platte stehen viele verschiedene Element-
typen mit unterschiedlichen numerischen Integrationsverfahren zur Verfu¨gung.
In einer Studie von Kreja et al [64] wurden Vergleichsstudien mit mehreren
Elementen durchgefu¨hrt, wobei dieselbe Schalentheorie benutzt wurde, wie in
der vorliegenden Arbeit. Dabei stellte sich heraus, dass fu¨r die Simulation von
Plattenverformungen ein isoparametrisches neun-Knoten-Element mit selektiver
reduzierter Integration die besten Konvergenzeigenschaften besitzt. Zwar wur-
de dabei rein elastisches Materialverhalten angenommen; dennoch liefert diese
Vergleichsstudie einen Anhaltspunkt, um fu¨r die vorliegende Untersuchung ein
mo¨glichst effizientes Element auszuwa¨hlen. Daher wird dieses Element im folgen-
den verwendet.
Bei isoparametrischen Elementen werden die Koordinaten und die Verschiebun-
gen eines Punktes im Element durch dieselben Funktionen interpoliert. Somit
kann die Verschiebung jedes Punktes auf der Schalenmittelfla¨che durch
v =Nq (5.1)
ausgedru¨ckt werden. Dabei stellen v, N und q den Verschiebungsvektor eines
Punktes im Element, die Matrix der Interpolations- bzw. Ansatzfunktionen und
den Vektor der verallgemeinerten Knotenpunktverschiebungen dar. Alle Knoten
und Punkte im Element haben dabei drei Verschiebungen und zwei Verdrehungen
als Freiheitsgrade:
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- Knotenpunkt
- Integrationspunkte fu¨r Normalspannungen
- Integrationspunkte fu¨r Schubspannungen
Abbildung 5.1: Neun-Knoten-Element mit 13 Integrationspunkten
q =

0
q1
0
q2
0
q3
1
q1
1
q2

, v =

0
v1
0
v2
0
v3
1
v1
1
v2

. (5.2)
Das gewa¨hlte Neun-Knoten-Element, welches in Abbildung 5.1 dargestellt ist, hat
die Ansatzfunktionen (siehe Palmerio et al [90], Betten [14]):
N1 =
1
4
(1− ξ)(1− η)ξη , (5.3)
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Abbildung 5.2: Finite-Element-Netz der Platte
N2 = −1
4
(1 + ξ)(1− η)ξη , (5.4)
N3 =
1
4
(1 + ξ)(1 + η)ξη , (5.5)
N4 = −1
4
(1− ξ)(1 + η)ξη , (5.6)
N5 = −1
2
(1− ξ2)(1− η)η , (5.7)
N6 =
1
2
(1 + ξ)(1− η2)ξ , (5.8)
N7 =
1
2
(1− ξ2)(1 + η)η , (5.9)
N8 = −1
2
(1− ξ)(1− η2)ξ , (5.10)
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N9 = (1− ξ2)(1− η2) . (5.11)
Fu¨r die numerische Integration wird eine selektive reduzierte Integration verwen-
det. Dazu werden neun Stu¨tzstellen fu¨r die Membran- und Biegespannungen bzw.
vier Integrationspunkte fu¨r die transversalen Schubspannungen benutzt. Detail-
lierte Studien u¨ber eine mo¨glichst effiziente Wahl der Integrationspunkte ko¨nnen
in Arbeiten von Pawsey und Clough [91], Hughes et al [47] oder Zienkie-
wicz et al [135] gefunden werden. Die Koordinaten der Stu¨tzstellen ko¨nnen aus
Abbildung 5.1 entnommen werden. In Abbildung 5.2 ist das Finite-Element-Netz
dargestellt, welches hier verwendet wurde, um die gemessenen Plattenschwingun-
gen aus den Stoßwellenrohrexperimenten zu simulieren. Die Platte wurde fu¨r die
elastischen und viskoelastischen Berechnungen in zehn Schichten unterteilt. Der
a¨ußere Rand ist - entsprechend der in Ziffer 7.1.1 gegebenen Erkla¨rung - fest
eingespannt.
5.2 Diskretisierung der Bewegungsgleichungen
Hier werden die Bewegungsgleichungen 2.39 aus Ziffer 2.3 in eine diskrete Form
u¨berfu¨hrt. Dabei werden die Dehnungen und Spannungen in der Schichtmitte be-
rechnet und als konstant u¨ber die Schicht angenommen. Die Dehnungen werden
dabei mit den Gleichungen 2.30 und 2.34 in der Mitte der Schicht berechnet. Um
den elastischen Anteil der Dehnungen zu jedem Zeitpunkt zu berechnen, werden
im Algorithmus die konstitutiven Gleichungen integriert und die plastischen Deh-
nungen von den gesamten Dehnungen abgezogen. Dann ko¨nnen die Spannungen
aus den elastischen Dehnungen berechnet werden. Der Vektor, der die Resultie-
renden der Spannungen entha¨lt, la¨sst sich durch
RT =
[
0
N
1
N
2
N
0
Q
1
Q
]
(5.12)
mit
n
N T =
[ n
R
11
n
R
22
n
R
12
]
,
n
QT =
[ n
R
23
n
R
13
]
(5.13)
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darstellen.
Die einzelnen Komponenten ko¨nnen mit Hilfe von Gleichung 2.40 berechnet wer-
den. Da die in Schichtmitte berechneten Spannungen als konstant u¨ber die Schicht-
dicke angenommen werden, ko¨nnen die Spannungsresultierenden in jeder Schicht
durch
n
Rαj =
∑`
k=1
n
L
αj
(k) =
∑`
k=1
µ(k)σ
αj
(k)
zk+1∫
zk
(θ3)ndθ3
=
∑`
k=1
1
n+ 1
µ(k)σ
αj
(k)
[
(zk+1)
n+1 − (zk)n+1
]
(5.14)
bestimmt werden. Der Dehnungsvektor ist mit dem Vektor der Knotenverschie-
bungen q durch eine nichtlineare Transformationsmatrix B verknu¨pft und wird
folgendermaßen dargestellt:
ε =
[
0
ε
1
ε
2
ε
0
γ
1
γ
]T
= B˜(v)v = B˜(v)Nq = B(v)q. (5.15)
Die einzelnen Terme der Dehnungen ergeben sich zu
n
εT =
[
n
ε11
n
ε22 2
n
ε12
]
,
n
γT =
[ n
2ε23
n
2ε13
]
. (5.16)
Die Transformationsmatrix B wird in einen linearen und nichtlinearen Anteil
zerlegt, wobei der nichtlineare Anteil wiederum als Produkt aus zwei Matrizen G
und A dargestellt wird. Dabei ha¨ngt die Matrix G nur von der Elementgeometrie
ab, wohingegen die Matrix A von der Geometrie und von den Knotenpunktver-
schiebungen linear abha¨ngig ist. Somit lassen sich die Variationen der Dehnungen
durch
δε = δ(Bq) = (B0 +A(q)G)δq = B¯δq (5.17)
ausdru¨cken. Wie in der Einleitung beschrieben, soll diese Studie auf Schalen
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θ    = θ
θ    =     θ
1z
2z
z3
2
1 R
θ
Rϕ
Abbildung 5.3: Koordinatensystem der Kugelschale
u¨bertragen werden ko¨nnen. Als Sonderfall einer Schale mit einem konstantem
Kru¨mmungsradius wird hier die Kugelschale gewa¨hlt, deren Koordinaten in Ab-
bildung 5.3 dargestellt sind. Dazu werden die linearen und nichtlinearen Anteile
der Matrix B˜ sowie die Matrizen A und G im Folgenden fu¨r eine allgemeine Ku-
gelschale angegeben. Die physikalischen Komponenten der Vektoren und Tenso-
ren ko¨nnen beispielsweise fu¨r Verschiebungen und Dehnungen wie folgt bestimmt
werden, wobei die urspru¨nglichen Gro¨ßen mit ()′ bezeichnet sind:
v1 = v
′
1
v2 = v
′
2
1
R sinϕ
(5.18)
v3 = v
′
3
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ε11 = ε′11
ε12 = R sinϕ ε′12 (5.19)
ε22 = R2 sin2 ϕ ε′22
Die Vektoren εL und εNL enthalten die physikalischen Komponenten des Green-
Lagrange’schen Dehnungstensors aus den Gleichungen 2.30 bis 2.37. In Matri-
zenform kann der lineare Teil des Dehnungstensors ausgedru¨ckt werden durch:
εL = B˜Lv (5.20)
und
vT =
[
0
v1
0
v2
0
v3
1
v1
1
v2
]
, (5.21)
εTL = [
0
εL11
0
εL22 2
0
εL12
1
εL11
1
εL22 2
1
εL12
2
εL11
2
εL22 2
2
εL12 2
0
εL23 2
0
εL13 2
1
εL23 2
1
εL13 ]
(5.22)
und
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B˜L =

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1
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R
1
Rsinϕ
∂
∂θ2
1
R2sinϕ
∂
∂θ2
1
R
∂
∂θ1
− cotϕ
R2
0
1
Rsinϕ
∂
∂θ2
∂
∂θ1
− cotϕ
R
0 0 0
1
R
∂
∂θ1
0
0 0 0
cotϕ
R2
1
R2sinϕ
∂
∂θ2
0 0 0
1
R2sinϕ
∂
∂θ2
1
R
∂
∂θ1
− cotϕ
R2
0 − 1
R
1
Rsinϕ
∂
∂θ2
0 1
− 1
R
0
∂
∂θ1
0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

(5.23)
Die Beziehung zwischen dem nichtlinearen Anteil der physikalischen Kompo-
nenten des Green-Lagrange’schen Dehnungstensors und den physikalischen
Komponenten des generalisierten Verschiebungsvektors kann ausgedru¨ckt werden
durch
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εNL = AGv =
[
A1 0
0 A2
][
G1
G2
]
v (5.24)
mit
εTNL = [
0
εNL11
0
εNL22 2
0
εNL12
1
εNL11
1
εNL22 2
1
εNL12
2
εNL11
2
εNL22 2
2
εNL12 2
0
εNL23 2
0
εNL13 2
1
εNL23 2
1
εNL13 ]
(5.25)
und
A1 =
1
2

x1 0 0 0
0 x2 0 0
x2 x1 0 0
− 1
R
x3 0 − 1
R
x1 0
0 − 1
R
x4 0 − 1
R
x2
− 1
R
x4 − 1
R
x3 − 1
R
x2 − 1
R
x1
0 0
1
R2
x3 0
0 0 0
1
R2
x4
0 0
1
R2
x4
1
R2
x3

, (5.26)
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A2 =
1
2

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
T
, (5.27)
G1 =

− 1
R
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∂θ1
0 0
0 − 1
R
1
R sinϕ
∂
∂θ2
0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

, (5.28)
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G2 =
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
. (5.29)
Dabei wurden die folgenden Abku¨rzungen benutzt:
x1 =
0
v3,1 − 1
R
0
u1 (5.30)
x2 =
1
R sinϕ
0
v3,2 − 1
R
0
v2 (5.31)
x3 =
1
v1 (5.32)
x4 =
1
v2 (5.33)
x5 =
0
v1,1 +
1
R
0
v3 (5.34)
x6 =
0
v2,1 (5.35)
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x7 =
1
R sinϕ
0
v1,2 − 0v2 cotϕ
R
(5.36)
x8 =
1
R sinϕ
0
v2,2 +
0
v1
cotϕ
R
+
0
v2
1
R
(5.37)
Mit Hilfe der Gleichungen 5.20 und 5.24 erha¨lt man die physikalischen Kompo-
nenten des Green-Lagrange’schen Dehnungstensors als
ε = εL + εNL (5.38)
Leitet man die Gleichungen 5.18 bis 5.37 fu¨r ein ebenes Plattenproblem her, so
erha¨lt man durch Komponentenvergleich die Zusammenha¨nge:
1
R
→ 0 und 1
R sinϕ
→ 1 (5.39)
Die Volumenkra¨fte und die resultierenden Fla¨chenlasten lassen sich in Vektorform
durch
F (k) =

0
F 1(k)
0
F 2(k)
0
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F 1(k)
1
F 2(k)

, p =

0
p1
0
p2
0
p3
1
p1
1
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
(5.40)
ausdru¨cken. Die Komponenten dieser Vektoren ko¨nnen aus den Gleichungen 2.41
und 2.46 entnommen werden. In Gleichung 2.39 werden die virtuellen Verschie-
bungen und Verdrehungen der Randkra¨fte und Momente in Richtung der Normal-
und Tangentialvektoren v und t zur Berandungslinie L durchgefu¨hrt. Um diese
Gro¨ßen in der diskretisierten Bewegungsgleichung durch die Freiheitsgrade der
Knotenpunkte auszudru¨cken, zerlegt man die virtuellen Verschiebungen zuna¨chst
in die Elementkoordinaten:
∗ n
L
αβ
(k)νανβδ
n
vν=
∗ n
L
αβ
(k)νανβδ
n
vα ν
α = ∗
n
L
α
(k)δ
n
vα . (5.41)
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U¨bertragen auf alle drei Terme in Gleichung 2.39, die diese Randgro¨ßen betreffen,
entsteht so ein Vektor der resultierenden Randkra¨fte und -momente:
∗L(k) =

∗ 0L1(k)
∗ 0L2(k)
∗ 0L3(k)
∗ 1L1(k)
∗ 1L2(k)

. (5.42)
Der Vektor der Tra¨gheitskra¨fte und -momente besteht aus
I(k) =
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= i(k)v¨ = i(k)Nq¨ ,
(5.43)
mit den Komponenten aus Gleichung 2.43. Der Vektor der Da¨mpfungskra¨fte lau-
tet
D(k) =
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(5.44)
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Die Elemente ko¨nnen aus Gleichung 2.45 entnommen werden. Mit den gewonne-
nen Beziehungen kann nun die Bewegungsgleichung 2.39 in eine diskrete Form
u¨berfu¨hrt werden (siehe KÃlosowski [56], KÃlosowski und Schmidt [58],
KÃlosowski et al [60]):
∫
M
∑`
k=1
(
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n=0
n
Lαβ(k) δ
n
εαβ +2
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n=0
n
Lα3(k) δ
n
εα3
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RT δ
n
ε dM
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M
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T
RdM = δqTQ , (5.45)
−
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NTpdM = −δqTR2 , (5.47)
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NTLdL = −δqTR3 , (5.48)
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∫
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∫
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NTdNdMq˙ = δqTCq˙ . (5.50)
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Daraus folgt die Bewegungsgleichung in diskretisierter Form:
δqT [Q−R1 −R2 −R3 +Mq¨ +Cq˙] = 0 . (5.51)
Zur Erfu¨llung dieser Gleichung muss der Klammerausdruck Null werden. Damit
entsteht folgendes System der Bewegungsgleichungen:
Mq¨ +Cq˙ +Q = Rges . (5.52)
5.3 Integration des Gleichungssystems
5.3.1 Integration der Bewegungsgleichungen
Um Lo¨sungen von Schwingungsdifferentialgleichungen zu bestimmen, ist die Me-
thode der U¨berlagerung von Eigenfrequenzen weit verbreitet. Da sich aber bei
den hier betrachteten Schwingungen die Eigenfrequenzen durch die geometrische
Nichtlinearita¨t mit der Plattenverformung a¨ndern, fu¨hrt diese Methode zu einem
sehr hohen Rechenaufwand. Daher wird zur Lo¨sung der Bewegungsgleichungen
5.52 eine direkte Methode verwendet. Die direkten Verfahren lassen sich in ex-
plizite und implizite Methoden aufteilen. Einen U¨berblick daru¨ber findet man
beispielsweise bei Dokainish und Subbaraj [27].
Explizite Verfahren zeichnen sich dadurch aus, dass zur Berechnung der Verschie-
bung zu einem neuen Zeitschritt die Verschiebung aus zwei vorherigen Zeitschrit-
ten benutzt wird. Diese Verfahren arbeiten mit kleinen Zeitschritten, da die Wahl
eines zu großen Zeitintervalls dazu fu¨hren kann, dass die Lo¨sung nicht konvergiert.
Zu den expliziten Verfahren geho¨ren beispielsweise die Methode der Zentralen Dif-
ferenzen und die Runge-Kutta-Methode. In einem impliziten Verfahren wird
zu jedem Zeitschritt die faktorisierte Steifigkeitsmatrix beno¨tigt. Es werden zur
Berechnung der Verschiebung zu einem neuen Zeitschritt die Geschwindigkeit
und Beschleunigung zu diesem Zeitpunkt in die Berechnung mit einbezogen. Zu
den impliziten Verfahren geho¨ren u.a. die Methode von Newmark, Wilson
und Houbolt. Der Vorteil impliziter Verfahren ist, dass sie immer stabil sind.
Außerdem ko¨nnen durch die Faktorisierung der Steifigkeitsmatrix gro¨ßere Zeit-
schritte erfolgen als bei expliziten Verfahren. Da in der vorliegenden Arbeit durch
die Integration der konstitutiven Gleichungen ohnehin keine großen Zeitschritte
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mo¨glich sind, wa¨re die Verwendung eines impliziten Verfahrens ineffizient. Daher
wird hier ein explizites Verfahren unter Verwendung der Methode der Zentralen
Differenzen gewa¨hlt. Damit wurde in einer Studie von Krieg [65] bereits positive
Erfahrung hinsichtlich der Konvergenz und Stabilita¨t gesammelt.
Um im Referenzzustand zur Zeit t mit einem bekannten Verschiebungsvektor qt
die Verschiebungen qt+∆t nach einem Zeitintervall ∆t zu bestimmen, stehen die
Gleichungen
q¨t =
1
∆t2
(
qt−∆t − 2qt + qt+∆t
)
, (5.53)
q˙t =
1
2∆t
(−qt−∆t + qt+∆t) (5.54)
und die Bewegungsgleichungen
Mq¨t +Cq˙t +Qt = Rges,t (5.55)
zur Verfu¨gung. Daraus wird der Verschiebungsvektor zum Zeitpunkt t + ∆t er-
mittelt:
qt+∆t =
Rges,t −Qt − 1∆t2M
(
qt−∆t − 2qt
)
+ 1
2∆t
Cqt−∆t
1
∆t2
M + 1
2∆t
C
. (5.56)
5.3.2 Lo¨sungsalgorithmus
Das Flussdiagramm des Lo¨ungsverfahrens ist in Abbildung 5.4 dargestellt. Im
folgenden werden die einzelnen Rechenschritte des Programms erla¨utert.
5.3.2.1 I. Anfangsbedingungen
Als Anfangsbedingungen werden die Verschiebungen q0 und q˙0 zum Zeitpunkt
t = 0 beno¨tigt. Dann ko¨nnen mit
q¨0 =M
−1 (Rges,0 −Q0 −Cq˙0) (5.57)
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und
q1 = q0 + q˙0∆t+
1
2
q¨0∆t
2 (5.58)
die Verschiebungen zum na¨chsten Zeitpunkt t1 berechnet werden.
5.3.2.2 II. Dehnungskomponenten
Es werden die Dehnungskomponenten
n
ε aus Gl. 5.15 ermittelt. Dabei entha¨lt die
Transformationsmatrix B˜ die Koeffizienten der Verschiebungen und Verdrehun-
gen aus den Gl. 2.31 - 2.33, 2.35, 2.36.
5.3.2.3 III. Gesamtdehnung
In jeder Schicht werden die Gesamtdehnungen mit Hilfe der Gl. 2.30 und 2.34
berechnet. Diese Dehnung wird in jeder Schicht separat bestimmt, da sie von θ3
abha¨ngig ist. Die Dehnung wird in der Mitte der Schicht bei θ3 = zk+1+zk
2
ermittelt
und als konstant u¨ber die Schichtdicke angenommen.
5.3.2.4 IV. Spannungsberechnung
Die Spannungskomponenten in der Mitte einer Schicht werden aus den Kompo-
nenten der elastischen Dehnung berechnet:
σαj(k) = D
αjβlεβl . (5.59)
Der Tensor Dαjβl ist in Gl. 4.5 dargestellt.
5.3.2.5 V. Integration der Spannungskomponenten u¨ber die Schicht-
dicke
Mit Hilfe von Gl. 5.14 wird die Spannung u¨ber die Schichtdicke berechnet und
die Summe u¨ber alle Schichten gebildet. Daraus wird die Spannungsresultierende
RT bestimmt, s. Gl. 5.12.
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5.3.2.6 VI. Summe der inneren Kra¨fte
Nachdem fu¨r ein Element alle Schichten durchlaufen wurden, kann aus Gl. 5.45
Qt =
∫
M
B¯
T
R dM (5.60)
die Summe der inneren Kra¨fte bestimmt werden.
5.3.2.7 VII. Zeitschritt t+∆t
Mit Gl. 5.56 kann der Verschiebungsvektor qt+∆t fu¨r das na¨chste Zeitinkrement
berechnet werden. Die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen fu¨r den aktuellen
Zeitpunkt t ergeben sich dabei aus den Gl. 5.53 und 5.54.
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I. Anfangsbedingungen
II. Dehnungskomponenten
III. Gesamtdehnung
Schleife über
alle Elemente
Schleife über alle
Zeitschritte
Schleife über
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IV. Spannungsberechnung
        über die Schichtdicke
   V. Integration der Spannungskomponenten 
VI. Summe der inneren Kräfte
VII. Zeitschritt
Abbildung 5.4: Lo¨sungsalgorithmus
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6 Experimentelle Untersuchungen
6.1 Funktionsweise des Stoßwellenrohres
Das Prinzip eines Stoßwellenrohres ist in Abbildung 6.1 dargestellt. Es besteht aus
einem Hochdruck- und einem Niederdruckteil, die durch eine Membran voneinan-
der getrennt sind. Am Ende des Niederdruckteils befindet sich die Versuchsanord-
nung. Durch die am Hochdruckteil angeschlossenen Gasflaschen wird wa¨hrend des
Versuches das Treibgas bis zum Bersten der Membran eingelassen. Unmittelbar
nach der Zersto¨rung der Membran dringt eine Stoßwelle in den Niederdruckteil
ein, die am Ende des Rohres auf die Versuchsplatte trifft. Nach Reflexion an
dieser Platte hinterla¨sst die Stoßwelle ein Gebiet stationa¨ren Gases unter hohem
Druck. Zu diesem Zeitpunkt steigt die Druckbelastung auf der Platte sprungartig
an. Zeitgleich zur Stoßwelle dringt nach Bersten der Membran eine Expansions-
welle in den Hochdruckteil ein. Diese wird an seinem Ende reflektiert und folgt
der Stoßwelle in den Niederdruckteil. Sobald die Expansionswelle die Versuchs-
platte erreicht, zersto¨rt sie das von der Stoßwelle zuru¨ckgelassene Gebiet hohen
Druckes. Dies macht sich in der Druckmessung durch ein rasches, stetiges Abfallen
im Druckverlauf bemerkbar. In Abbildung 6.2 ist das Stoßwellenrohr dargestellt.
Der Niederdruckteil ist 6,3 m lang, der Hochdruckteil 1 m. Das Rohr erweitert
sich vor der Versuchsplatte auf einen Innendurchmesser von 108 mm. Um eine
ebene Stoßfront an der Versuchsplatte zu erzeugen, ist eine entsprechende La¨nge
des Niederdruckteils erforderlich. Vor Beginn der eigentlichen Experimente wurde
sichergestellt, dass sich zwischen der berstenden Membran und der Versuchsplatte
eine ebene Stoßfront entwickelt. Dazu wurde anstelle der Versuchsplatte eine na-
hezu starre Stahlplatte eingesetzt, auf deren Durchmesser mehrere Drucksensoren
eingebaut wurden. Diese Drucksensoren registrierten das Eintreffen einer Stoß-
front simultan, so dass daraus auf eine ebene Gestalt der Stoßwelle geschlossen
werden konnte.
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Abbildung 6.1: Prinzip des Stoßwellenrohres
Abbildung 6.2: Gesamtu¨berblick u¨ber das Stoßwellenrohr
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6.2 Versuchsaufbau
6.2.1 Versuchsplattenanordnung
Fu¨r die im Rahmen dieser Arbeit durchgefu¨hrten Versuche wurden Kreisplatten
aus glasfaserversta¨rktem Kunststoff verwendet (Abbildung 6.3). Diese Platten ha-
ben einen Durchmesser von 138 mm, eine durchschnittliche Dicke von ca. 3,5 mm
und werden vor dem Versuch formschlu¨ssig in Zusatzflansche eingespannt, die mit
einem definierten Drehmoment verschraubt werden (Abbildung 6.4).
Abbildung 6.3: Versuchsplatte aus glasfaserversta¨rktem Kunststoff
Anschließend werden die Zusatzflansche mit der Versuchsplatte am Ende des
Niederdruckteils zwischen zwei Ringflanschen eingespannt (Abbildung 6.5). Die
Ringflansche werden mit Dehnschrauben untereinander verbunden und mit ei-
nem vorgegebenen Drehmoment angezogen. Dieses Drehmoment muss ausrei-
chend groß sein, so dass die Dichtheit des Rohres wa¨hrend des Versuches gewa¨hr-
leistet ist. Wu¨rde die Versuchsplatte ohne Zusatzflansche zwischen den Ring-
flanschen eingespannt werden, so ko¨nnte der Plattenaufbau im Einspannbereich
zersto¨rt/bescha¨digt werden. Durch den Einsatz der Zusatzflansche wird die Kraft
in den Dehnschrauben u¨ber die Zusatzflansche um die Versuchsplatte herum ab-
geleitet.
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Abbildung 6.4: Versuchsplatte im Zusatzflansch
Abbildung 6.5: Zusatzflansch mit Versuchsplatte eingebaut im Stoßwellenrohr-
flansch
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Abbildung 6.6: Messanordnung der Wegsensoren zur Erfassung der Radialsym-
metrie
6.2.2 Wegmessung
Zur Verschiebungsmessung einzelner Punkte der Versuchsplatte wird hier eine
kapazitive Sensortechnik angewendet. In Abbildung 6.6 sieht man die Sensoran-
ordnung. Der mittlere Sensor erfasst die Verschiebung des Plattenzentrums. Die
anderen beiden Sensoren befinden sich auf der Ha¨lfte des Radius. Sie dienen dazu,
eventuelle nicht radialsymmetrische Schwingungen zu erfassen. Der in Ziffer 3.2
erla¨uterte schichtweise Aufbau des gewa¨hlten Verbundes soll gewa¨hrleisten, dass
keine Vorzugsrichtung in der Ebene existiert. Zur U¨berpru¨fung dieser Annahme
werden drei Sensoren zur Wegmessung aufgebaut und kalibriert, welche die Ver-
schiebungen von Punkten in der Mitte, auf der Mitte des horizontalen Radius und
auf der Mitte des senkrechten Radius messen (Abbildung 6.6). Mit dem Treib-
gas Druckluft wird der Stoß erzeugt, der die Platte zum Schwingen bringt. In
Abbildung 6.7 sieht man, dass erwartungsgema¨ß die Mittelpunktsverschiebung
betragsma¨ßig am gro¨ßten ist. Wichtiger ist jedoch, dass die gemessenen Verfor-
mungen der Punkte auf der Senkrechten und Horizontalen als gleich angesehen
werden ko¨nnen, da die Kurven fast aufeinander liegen. Daher wird in den folgen-
den Messungen nur die Mittelpunktsverschiebung aufgenommen.
Wa¨hrend des Versuches bildet die Versuchsplatte zusammen mit dem Sensor
einen Kondensator. Zu diesem Zweck wird die Ru¨ckseite der Versuchsplatte mit
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Abbildung 6.7: Ergebnis der U¨berpru¨fung der Radialsymmetrie
einer Graphitschicht u¨berzogen, deren Einfluss auf die mechanischen Eigenschaf-
ten der Versuchsplatte vernachla¨ssigbar gering ist, aber die elektrische Leitfa¨hig-
keit sicherstellt (Abbildung 6.8). Die verwendeten Wegsensoren wurden fu¨r die in
der Arbeit von Stoffel et al [120] durchgefu¨hrten Untersuchungen am Insti-
tut fu¨r Allgemeine Mechanik der RWTH Aachen speziell fu¨r die Experimente am
Stoßwellenrohr entwickelt. Sie besitzen eine so geringe Tra¨gheit, dass sie fu¨r Ver-
schiebungsmessungen innerhalb von Mikrosekunden geeignet sind. Dabei ko¨nnen
die Sensoren Verschiebungen erfassen, die in einem Frequenzbereich zwischen 1
und 2 kHz auftreten. Erfolgt im Versuch eine A¨nderung des Abstandes zwischen
Versuchsplatte und Sensorfront, so wird diese Plattenverschiebung durch eine
Kapazita¨tsa¨nderung des Kondensators erfasst. Durch den angeschlossenen Wech-
selstromkreis entspricht der Kondensator einem Blindwiderstand. A¨ndert sich die
Kapazita¨t des Kondensators, kann dies durch einen Spannungsabfall am Blind-
widerstand gemessen werden (Stoffel [119]).
Um eine Korrelation zwischen Spannungsabfall und Abstandsa¨nderung zwischen
Versuchsplatte und Sensor zu erhalten, muss eine Kalibrierkurve aufgenommen
werden. Da sich der Sensor temperaturabha¨ngig verha¨lt, muss vor jedem Versuch
neu kalibriert werden, nachdem die Versuchsplatte eingebaut und alle Flansche
miteinander verschraubt wurden. Die Kalibrierung erfolgt manuell, indem die
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Abbildung 6.8: Ru¨ckseite der Versuchsplatte mit Graphitschicht
Sensoren mit Hilfe einer Spindel verschoben werden ko¨nnen (Abbildung 6.9). Ein
Sensor wird zuerst an die Platte herangefahren, bis ein Kurzschluss auftritt. Dies
bezeichnet den Ursprung der Kalibrierung. Danach kann der Sensor mit der Spin-
del und der angeschlossenen Messuhr manuell auf definierte Absta¨nde zuru¨ckge-
fahren werden, wobei zu jedem Abstand die entsprechende Spannung am Sensor
aufgenommen wird. Mit Hilfe der angeschlossenen Spindel kann eine Kalibrier-
genauigkeit von 1/100 mm erreicht werden. Nach Beendigung der Spannungs-
Verschiebungsmessung werden die Sensoren auf einen so weiten Abstand zuru¨ck-
gefahren, dass die Platte wa¨hrend des Versuches nicht gegen die Sensoren schla¨gt.
Hierbei muss der Abstand so gering wie mo¨glich gewa¨hlt werden, um Genauig-
keitsverluste zu vermeiden. Zu diesem Zweck ko¨nnen die Sensoren relativ zu-
einander mit separaten Spindeln verschoben werden, um die Sensoranordnung an
die Plattenverformung anzupassen. Aus dieser Spannungs-Verschiebungsmessung
ergibt sich der in Abbildung 6.10 dargestellte nichtlineare Zusammenhang. Zu
erkennen ist, dass die Empfindlichkeit des Sensors ab einem Kondensatorplatten-
abstand von 3 mm nachla¨sst.
6.2.3 Druckmessung
Die Druckmessung erfolgt mit piezoelektrischen Drucksensoren der Firma PCB.
Zwei Sensoren werden in einem zusa¨tzlichen Flansch unmittelbar vor der Ver-
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Abbildung 6.9: Aufbau fu¨r Kalibrierung
Abbildung 6.10: Beispiel einer aufgenommenen Kalibrierkurve
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Abbildung 6.11: Drucksensoren im Einbauzustand
Abbildung 6.12: Drucksensor
suchsplatte angeordnet. Da eine ebene Stoßfront vorliegt, muss der auf die Ver-
suchplatte wirkende Druck identisch mit dem von den Sensoren seitlich erfassten
Druck sein. Die zwei verwendeten Drucksensoren sind im Einbauzustand in Ab-
bildung 6.11 zu erkennen. Die Sensoren (Abbildung 6.12) sind beschleunigungs-
kompensiert, so dass keine Stoßwellen aufgezeichnet werden, die sich u¨ber den
Rohrmantel u¨bertragen. Die eingesetzten Sensoren der Reihe 113A26 haben ei-
ne Ansprechzeit von 1µs und ko¨nnen in einem Druckbereich zwischen 0,0069 bis
34,5 bar eingesetzt werden.
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6.2.4 Messwerterfassung
Alle Messwerte werden in zwei Transientenrecordern der Firma Krenz mit je-
weils sechs Kana¨len gespeichert. Jeder Kanal hat eine Speichertiefe von 64 kB
mit einer maximalen Abtastrate von 1 MHz. Somit ko¨nnen Messwerte in einem
minimalen Abstand von 1 µs erfasst werden. Die Messwerterfassung kann bei der
beschriebenen Kurzzeitmesstechnik nicht manuell ausgelo¨st werden, stattdessen
verwendet man ein Drucksignal als Triggerung, um die Aufzeichnung der Daten
auszulo¨sen. Als Triggerschwelle wird ein Druckwert eingestellt, der dem Eintreffen
der Stoßfront am Drucksensor entspricht.
6.3 Versuchsdurchfu¨hrung
Dieselben Versuche werden an mehreren Platten durchgefu¨hrt, um Schwankun-
gen in den Messergebnissen zu erfassen. Eine Messreihe an einer Platte besteht
aus mehreren Versuchen, in der sukzessive die Dicke der Membranen und da-
mit die Berstdru¨cke erho¨ht werden. Die Membranen bestehen aus Hostaphan,
da dieses Material wegen seines spro¨den Verhaltens fu¨r diese Art von Stoßwel-
lenrohrversuchen geeignet ist. Ein Vorteil der Hostaphan-Membranen gegenu¨ber
Metallmembranen ist, dass sie den Querschnitt des Stoßwellenrohres schneller
freigeben. Dadurch wird die Entwicklung der ebenen Stoßfront unterstu¨tzt. Au-
ßerdem werden die Versuche mit unterschiedlichen Druckverla¨ufen durchgefu¨hrt.
Diese unterschiedlichen Druckverla¨ufe erzeugt man durch die Wahl unterschiedli-
cher Treibgase. In diesen Versuchen wurden Druckluft, Stickstoff und Helium im
Hochdruckteil und Luft unter Atmospha¨rendruck als Laufgas im Niederdruckteil
verwendet. Je leichter das Treibgas, desto ho¨her sind die Ausbreitungsgeschwin-
digkeiten der Stoß- und Expansionswellen. Außerdem wird die Druckspitze an der
Versuchsplatte durch Verwendung eines leichteren Treibgases deutlich gesteigert.
Wie man in Abbildung 6.13 erkennt, ist die Stoßdauer unter Verwendung von
Helium wesentlich ku¨rzer als unter Benutzung eines schwereren Gases. Des Wei-
teren erzielt man bei diesem Vergleich mit Helium die ho¨chste Druckintensita¨t.
Nach Beendigung eines Versuches muss die Membranhalterung geo¨ffnet werden,
um die zerborstene Membran zu entfernen und eine neue einzusetzen. Gegebe-
nenfalls wird auch die Versuchsplatte ausgewechselt. Wurde im abgeschlossenen
Versuch Helium als Treibgas verwendet, so muss das komplette Rohr durch ei-
ne angeschlossene Drehschieberpumpe evakuiert werden, um Heliumreste zu be-
seitigen. Belu¨ftet wird das Rohr mit Luft unter Atmospha¨rendruck durch den
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Abbildung 6.13: Gemessener Druck an der Versuchsplatte bei unterschiedlichen
Treibgasen und gleichen Membranberstdru¨cken
Gasauslass.
6.4 Sonderfall der quasistatischen Experimente
Analog zur Wegmessung im dynamischen Fall, ko¨nnen die Versuchsplatten auch
durch langsame Druckerho¨hung im Rohr quasistatischer Belastung ausgesetzt
werden. Dabei wird keine Membran eingesetzt, so dass das gesamte Rohr einen
einzigen Druckbeha¨lter darstellt. Die Druckmessung in diesen Versuchen muss
jetzt mit Hilfe von Druckaufnehmern fu¨r statische Belastungen erfolgen. Die pie-
zoelektrischen Sensoren sind hier nicht benutzbar, da piezoelektrische Kristalle
nur zur Erfassung schneller Drucka¨nderungen geeignet sind. Das Prinzip der Weg-
messung bleibt erhalten, lediglich die Messwerterfassung erfolgt nicht mehr u¨ber
den Transientenrecorder, sondern manuell. Wa¨hrend der Druckerho¨hung im Rohr
werden in Absta¨nden von 0,2 bar Druck und gemessene Spannungen an den Weg-
sensoren mit Hilfe von Voltmetern erfasst.
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7 Stoßwellenbelastete Platten
7.1 Randbedingungen und Da¨mpfung
In diesem Kapitel werden die gemessenen Plattenverformungen im Stoßwellenrohr
mit den Ergebnissen aus den Finite-Elemente-Simulationen verglichen. Dabei wer-
den sowohl Simulationen im geometrisch linearen Bereich als auch bei gro¨ßeren
Verformungen im geometrisch nichtlinearen Bereich untersucht. Das Materialver-
halten wird nicht nur als linear-elastisch angenommen, sondern es wird zusa¨tzlich
durch das dehnratenabha¨ngige Materialverhalten eine physikalische Nichtlinea-
rita¨t in die Berechnungen mit einbezogen. Bevor diese gekoppelten nichtlinearen
Vorga¨nge untersucht werden ko¨nnen, mu¨ssen im Folgenden die Randbedingungen
sowie die Da¨mpfung ermittelt werden.
7.1.1 Randbedingungen
In vorhergehenden Arbeiten u¨ber stoßwellenartig belastete Metallplatten von
Stoffel [118] wurde gezeigt, dass die vermeintlich feste Einspannung durchaus
deformierbar ist und somit in diesen Vorarbeiten nicht als starre Einspannung
betrachtet werden konnte. Stattdessen wurde ein a¨ußerer Ring in die Finite-
Elemente-Simulationen einbezogen, der die Nachgiebigkeit der Einspannung er-
fasst. Aus diesem Grund soll in der vorliegenden Arbeit erneut die Art der Lage-
rung gepru¨ft werden. Hierzu ko¨nnen die dynamischen Versuche mittels Stoßwellen
nicht verwendet werden, da mit diesen Experimenten das mechanische Modell va-
lidiert werden soll. Daher mu¨ssen nun separate quasistatische Experimente und
Simulationen herangezogen werden. Zur Simulation der Plattenverformungen un-
ter langsam ansteigendem Druck wird das Finite-Elemente-Programm Abaqus
verwendet, da in dem im Kapitel 5 beschriebenen Finite-Elemente-Programm nur
dynamische Berechnungen durchgefu¨hrt werden ko¨nnen. Hierzu wurde ein Finite-
Elemente-Netz mit derselben Geometrie wie im Kapitel 5 mit isoparametrischen
Vierknotenelementen unter Beru¨cksichtigung dehnratenunabha¨ngigen Material-
verhaltens verwendet. In Abbildung 7.1 sind Druck-Verschiebungsverla¨ufe aus
Experiment und Simulation dargestellt, in dem der Druck quasi-statisch erho¨ht
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Abbildung 7.1: Quasistatische Versuche
wurde. Dabei wurde die Steifigkeit (Elastizita¨tsmodul) immer weiter gesteigert,
mit dem Ziel, die gemessene Verformung vorhersagen zu ko¨nnen. Wie man in Ab-
bildung 7.1 sieht, bleiben die Berechnungen sogar bei einer Volleinspannung u¨ber
den gemessenen Ergebnissen, d.h., die berechnete Struktur ist offensichtlich zu
biegeweich. Der mit großen Schwierigkeiten zu messende Schubmodul in Dicken-
richtung (G13 = G23) bei diesem Plattenaufbau wird auf ca. 1000 N/mm
2 gesetzt.
In Abbildung 7.2 wurden dieselben Rechnungen mit diesem neuen Schubmodul
durchgefu¨hrt wie in Abbildung 7.1. Wie man erkennt, wird eine U¨bereinstim-
mung zwischen gemessenen und simulierten Verformungen im Fall einer star-
ren Einspannung erreicht. Dass in der vorliegenden Arbeit im Gegensatz zu den
Untersuchungen von Stoffel [118] eine Volleinspannung angenommen werden
kann, ist darauf zuru¨ckzufu¨hren, dass das Verha¨ltnis der Steifigkeiten von Plat-
tenmaterial zu Einspannung wesentlich kleiner ist als in [118]. Umgekehrt stellen
somit die Stahlflansche eine na¨herungsweise starre Einspannung gegenu¨ber dem
weicheren Plattenmaterial dar. Somit werden die Simulationen in den folgenden
Kapiteln mit den Randbedingungen einer starren Einspannung durchgefu¨hrt.
7.1.2 Da¨mpfung
Da sich wa¨hrend der Stoßdauer auf der Plattenseite, die dem Inneren des Stoßwel-
lenrohrs zugewandt ist, ein komprimiertes Gas mit ho¨herer Dichte als außerhalb
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Abbildung 7.2: Quasistatische Versuche mit angepasstem Schubmodul
des Rohres befindet, tritt ein versta¨rkter Da¨mpfungseffekt auf. Zu diesem Zweck
wurde in [118] die Oberfla¨chenda¨mpfung fu¨r beide Plattenseiten getrennt ermit-
telt. Dafu¨r wurden durch stro¨mungsmechanische Berechnungen die Dichten im
Inneren des Rohres berechnet. Mit der Annahme, dass die Dichte proportional
zur Oberfla¨chenda¨mpfung ist, erhielt man ein Verha¨ltnis der Oberfla¨chenda¨mp-
fungen innerhalb und außerhalb des Rohres. Um einen Absolutwert der a¨ußeren
Oberfla¨chenda¨mpfung zu finden, wurde das simulierte Abklingverhalten der Am-
plituden an eine gemessene, elastische Plattenschwingung einer Metallplatte an-
gepasst [118]. Auf diesem Weg wurde eine Oberfla¨chenda¨mpfung außerhalb des
Rohres von 400 Ns/m3 ermittelt (Abbildung 7.3). Ausgehend von diesem Wert
kann mit Hilfe der berechneten Dichtenverha¨ltnisse der jeweilige innere Wert fu¨r
die Oberfla¨chenda¨mpfung ermittelt werden. Wie man an den Schwingungen in
den folgenden Bildern erkennt, stimmt das Abklingverhalten der Amplituden in
Simulation und Messung gut u¨berein, so dass die Materialda¨mpfung fu¨r den be-
trachteten Zeitraum vernachla¨ssigt werden kann. Fu¨r die in den folgenden Kapi-
teln aufgefu¨hrten Ergebnisse gelten die in der Tabelle 7.1 aufgefu¨hrten Werte fu¨r
die a¨ußere und innere Da¨mpfung.
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Stahl 2mm, außen D=400Ns/m3, innen D=800Ns/m3
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Abbildung 7.3: Gemessene und berechnete Verformung bei elastischer Metallplat-
tenschwingung (Stoffel [118])
Schwingung Da¨mpfung außen Da¨mpfung innen[
N s
m3
] [
N s
m3
]
Druckluft 01 400 865
Druckluft 02 400 1740
Stickstoff 01 400 871
Stickstoff 02 400 1836
Helium 01 400 1386
Helium 02 400 2728
Helium 03 400 3000
Tabelle 7.1: Da¨mpfungswerte fu¨r die in Ziffer 7.2 vorgestellten Schwingungen
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Abbildung 7.4: Druckverla¨ufe bei hohem Druck
7.2 Vergleich zwischen Simulation und Experi-
ment
In diesem Abschnitt werden ausgewa¨hlte simulierte und gemessene Plattenaus-
lenkungen unter Verwendung elastischen und viskoelastischen Materialverhaltens
miteinander verglichen. Um sicherzustellen, dass die im Folgenden beschriebe-
nen guten U¨bereinstimmungen zwischen Messungen und Simulationen nicht nur
zufa¨llig bei einer bestimmten Belastung auftreten, werden mit Hilfe der im Kapi-
tel 6 vorgestellten Modifikationen der Treibgase im Stoßwellenrohr unterschiedli-
che Druckverla¨ufe an der Versuchsplatte verursacht. In den Abbildungen 7.4 und
7.5 sind die gemessenen Druckverla¨ufe dargestellt, mit denen die Platten sowohl
in Messung als auch in Simulation beaufschlagt werden. Abbildung 7.4 zeigt die
Belastungsgeschichte fu¨r drei unterschiedliche Treibgase bei einem hohen Druck-
niveau. Im Niederdruckteil wurde dabei Luft unter normalem Atmospha¨rendruck
verwendet. Entsprechend sind in Abbildung 7.5 drei Druckverla¨ufe bei einem
niedrigeren Druckniveau dargestellt. In den Legenden der Druckverla¨ufe findet
man die Verweise auf die im Folgenden dargestellten Plattenschwingungen. In
den Abbildungen 7.6 und 7.7 sind gemessene und berechnete Mittelpunktsver-
schiebungen unter Verwendung von Druckluft als Treibgas dargestellt. In den
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Abbildung 7.5: Druckverla¨ufe bei niedrigem Druck
Abbildung 7.6: Gemessene und berechnete Verformungen (Druckluft 01)
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Abbildung 7.7: Gemessene und berechnete Verformungen (Druckluft 02)
Simulationen wurde sowohl elastisches als auch viskoelastisches Materialverhal-
ten verwendet. Man erkennt eine gute U¨bereinstimmung zwischen gemessenen
Auslenkungen und berechneten elastischen Schwingungen. Die Simulationsrech-
nungen unter Verwendung viskoelastischen Materialverhaltens ergeben im Ver-
gleich zu geringe Verschiebungen. Ein analoges Verhalten ist in Abbildung 7.7 zu
erkennen, in der ebenfalls die Simulation unter Verwendung rein elastischen Ma-
terialverhaltens zur besten U¨bereinstimmung mit der Messung fu¨hrt. Auch dieses
Experiment wurde mit Hilfe von Druckluft als Treibgas durchgefu¨hrt.
Wie in der Einleitung und Ziffer 4.2 bereits diskutiert wurde, ko¨nnen in den
Versuchsplatten wa¨hrend der Stoßdauer verschiedene Effekte auftreten, wie z.B.
eine kurzzeitige Erwa¨rmung der Platte, die hier messtechnisch nicht erfasst wird.
Diese kurzzeitigen Zustandsa¨nderungen ko¨nnen zum einen durch die erwa¨rm-
te Stoßfront wie auch durch mikroskopische Vorga¨nge in der Platte entstehen.
Auch wenn das Plattenverhalten in dieser Arbeit als homogen und quasi-isotrop
modelliert wird, befinden sich in der Platte Glasfaserschichten und Epoxidharz.
Durch Plattendehnungen und Erwa¨rmungen kann es daher zu Verschiebungen
dieser Strukturelemente untereinander kommen. Diese Vorga¨nge ko¨nnen sich auf
das globale Strukturverhalten in Form einer Steifigkeitsminderung auswirken. Da
diese Arbeit auf einem pha¨nomenologischen Zugang beruht und nicht auf mikro-
skopischen Betrachtungsweisen, werden diese inneren Vorga¨nge global durch eine
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Abbildung 7.8: Gemessene und berechnete Verformungen (Stickstoff 01)
A¨nderung des Elastizita¨tsmoduls erfasst. Wie in Ziffer 4.2 vorgestellt, tritt aber
auch ein dehnratenabha¨ngiges elastisches Materialverhalten auf, das sich nun mit
den beschriebenen mikroskopischen Effekten u¨berlagern kann. Es stellt sich nun
die Frage, mit welchem Stoffgesetz diese u¨berlagerten Vorga¨nge am besten model-
liert werden ko¨nnen. Wie man in den Abbildungen 7.6 und 7.7 erkennt, fu¨hrt eine
Simulation unter Verwendung des viskoelastischen Materialgesetzes zu einer zu
hohen Steifigkeit der Struktur. Als Konsequenz wird in allen hier gezeigten Ver-
gleichen eine zu kleine Plattenauslenkung vorhergesagt. Verwendet man hingegen
das dehnratenunabha¨ngige, elastische Materialverhalten wird das Strukturverhal-
ten zufriedenstellend vorhergesagt.
Um zu untersuchen, ob sich dieser Sachverhalt auch bei gro¨ßeren Deformationen
besta¨tigt, werden nun leichtere Treibgase verwendet, so dass ein ho¨herer Druck
und damit eine gro¨ßere Verschiebung auftritt. Zu diesem Zweck sieht man in den
Abbildungen 7.8 und 7.9 Vergleiche zwischen Simulationen und Messungen, bei
denen Stickstoff als Treibgas verwendet wurde. Auch hier erha¨lt man die beste
U¨bereinstimmung unter Verwendung eines dehnratenunabha¨ngigen Materialge-
setzes. In den Experimenten und Simulationsrechnungen in den Abbildungen 7.10
und 7.11 wird der Druck mit Hilfe von Helium als Treibgas noch weiter erho¨ht.
Nicht nur die Amplituden der berechneten und gemessenen Schwingungen stim-
men gut u¨berein, sondern auch die Frequenz wird mit dem dehnratenunabha¨ngi-
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Abbildung 7.9: Gemessene und berechnete Verformungen (Stickstoff 02)
Abbildung 7.10: Gemessene und berechnete Verformungen (Helium 01)
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gen Elastizita¨tsgesetz zufriedenstellend vorhergesagt.
Abbildung 7.11: Gemessene und berechnete Verformungen (Helium 02)
7.3 Diskussion der Randbedingungen
In Ziffer 7.1.1 wurde durch einen Vergleich der Messergebnisse fu¨r Faserverbund-
platten im quasi-statischen Versuch im Stoßwellenrohr, den dafu¨r berechneten
Ergebnissen und den Ergebnissen in Bezug auf die Randeinspannung aus der
Studie von Stoffel [118] darauf geschlossen, dass eine feste Einspannung die
Lagerung der Faserverbundplatte im Flansch ausreichend genau wiedergibt. Die
mit dieser Annahme erzielten Ergebnisse weisen jedoch durchgehend darauf hin,
dass die Einspannung auch im Fall der glasfaserversta¨rkten Platten zu starr ist,
da die im Experiment gemessenen Verschiebungen in keinem Fall erreicht wer-
den.
Daher sollen in diesem Kapitel kurz die Schwierigkeiten bei der Modellierung
der tatsa¨chlich vorhandenen Lagerung im Stoßwellenrohr angesprochen werden.
Die Abmessungen des in Ziffer 6.2.1 beschriebenen Zusatzflansches, der fu¨r die
korrekte Durchfu¨hrung der Versuche im Stoßwellenrohr beno¨tigt wird, sind in
Abbildung 7.12 dargestellt.
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Abbildung 7.12: Maße des Zusatzflansches
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Abbildung 7.13: Gemessene und berechnete Verformungen fu¨r urspru¨ngliche und
vera¨nderte Einspannung (Druckluft 01)
Eines der wichtigsten Details hierbei ist, dass ein Radius von 1,3 mm an bei-
den Flanschinnenseiten existiert, der der Platte eine Verformungsmo¨glichkeit im
Experiment gibt, die durch die Benutzung einer festen Einspannung in der Be-
rechnung nicht beru¨cksichtigt wird.
Um den Einfluss der Lagerung einscha¨tzen zu ko¨nnen, wird fu¨r die Berechnung
ein Modell benutzt, bei dem der Plattenradius um den Radius an der Flanschin-
nenseite erho¨ht wird. Der Rand der Platte wird wieder fest eingespannt. Die Un-
terschiede ko¨nnen fu¨r eine niedrige Druckluftbelastung in den in Abbildung 7.13
dargestellten Berechnungen ermittelt werden. Die mit dem adaptierten Modell
durchgefu¨hrte Berechnung, in der Abbildung mit ’Ring’ bezeichnet, fu¨hrt dazu,
dass die Frequenz kleiner wird. Damit passt sie in den ersten drei Perioden sehr
gut zur Messung wa¨hrend sie danach zu klein wird. Die Mittelpunktsverschiebun-
gen der Platte erho¨hen sich durch die Hinzunahme des Radius um etwa 10 % fu¨r
den ersten Ausschlag.
Aufgrund dieser Ergebnisse werden die in Ziffer 7.2 vorgestellten Ergebnisse
durch die Berechnungen mit dem modifizierten Modell erga¨nzt. Die Berechnun-
gen werden analog sowohl unter der Annahme elastischen als auch viskoelasti-
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Abbildung 7.14: Gemessene und berechnete Verformungen fu¨r vera¨nderte Ein-
spannung (Druckluft 01)
Abbildung 7.15: Gemessene und berechnete Verformungen fu¨r vera¨nderte Ein-
spannung (Druckluft 02)
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schen Materialverhaltens durchgefu¨hrt. Auffa¨llig bei den Ergebnissen fu¨r Druck-
luftbelastungen in Abbildung 7.14 ist, dass die Ergebnisse der Berechnung der
Mittelpunktsverschiebung fu¨r elastisches Materialverhalten im Gegensatz zu den
Berechnungen fu¨r Stickstoff (Abbildung 7.16) und Helium (Abbildung 7.18) bei
einer niedrigen Belastung nicht gro¨ßer als die gemessenen Verformungen sind. Die
bei niedrigen Belastungen erhaltenen Ergebnisse fu¨r Stickstoff und Helium zeigen
fu¨r die Frequenz bei den Berechnungen fu¨r elastisches Materialverhalten bessere
U¨bereinstimmungen als bei den Ergebnissen aus Ziffer 7.2. Die vorhergesagten
Verschiebungen sind gro¨ßer als die im Experiment gemessenen.
Fu¨r hohe und niedrige Belastungen zeigen alle berechneten Verschiebungen unter
der Voraussetzung viskoelastischen Materialverhaltens analog zu den in Ziffer 7.2
ermittelten Ergebnissen, dass die berechneten Frequenzen gro¨ßer als die gemes-
senen sind, wa¨hrend die berechneten Mittelpunktsverschiebungen kleiner als die
gemessenen sind. Fu¨r hohe Belastungen stimmen bei Helium (Abbildung 7.19)
die berechnete Frequenz und Mittelpunktsverschiebung unter der Annahme ela-
stischen Materialverhaltens gut mit den Messergebnissen u¨berein. Bei Stickstoff
(Abbildung 7.17) zeigt sich eine gute U¨bereinstimmung der berechneten Verschie-
bung unter Annahme elastischen Materialverhaltens fu¨r die ersten beiden Peri-
oden, danach werden die Abweichungen zwischen gemessenen und berechneten
Verschiebungen allma¨hlich gro¨ßer.
Zusammenfassend la¨sst sich hier sagen, dass die Modellierung der Lagerung einen
wesentlichen Einfluss auf die Simulationsergebnisse hat. Fu¨r niedrige Belastun-
gen mit Stickstoff und Helium zeigt sich, dass eine Annahme rein elastischen
Materialverhaltens bei dieser Art der Belastung zu einer Vorhersage zu großer
Verformungen fu¨hrt. Im Gegensatz dazu wu¨rde man mit einer Berechnung der
Verschiebungen unter der Voraussetzung viskoelastischen Materialverhaltens die
auftretenden Verschiebungen unterscha¨tzen. Bei hohen Belastungen sind die Er-
gebnisse fu¨r Druckluft und Helium unter der Annahme elastischen Materialver-
haltens am besten.
Bei der Modellierung muss beru¨cksichtigt werden, dass hier ein Kompromiss in
Bezug auf die Randbedingungen eingegangen wird. Beispielsweise ist die zwischen
Stahlflansch und Faserverbundplatte bestehende Reibung fu¨r diese Kombination
der Werkstoffe kleiner als bei der Kombination Stahlflansch/Stahlplatte. Dies
kann im Experiment zu gro¨ßeren Verformungen fu¨hren. Ebenso ist in der Simula-
tion der Einfluss der entstehenden Membrankra¨fte in der Platte nicht abgescha¨tzt.
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Abbildung 7.16: Gemessene und berechnete Verformungen fu¨r vera¨nderte Ein-
spannung (Stickstoff 01)
Abbildung 7.17: Gemessene und berechnete Verformungen fu¨r vera¨nderte Ein-
spannung (Stickstoff 02)
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Abbildung 7.18: Gemessene und berechnete Verformungen fu¨r vera¨nderte Ein-
spannung (Helium 01)
Abbildung 7.19: Gemessene und berechnete Verformungen fu¨r vera¨nderte Ein-
spannung (Helium 02)
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Abbildung 7.20: Schwingungen im Bereich moderater Rotationen
7.4 Schwingungen im Bereich moderater Rota-
tionen
In Abbildung 7.20 sind berechnete und gemessene Plattenverschiebungen bei dem
hier verwendeten ho¨chsten Druckniveau dargestellt. Das Ziel der Untersuchungen
in diesem Abschnitt ist, herauszufinden, ob sich die gute U¨bereinstimmung zwi-
schen Simulationsrechnung und Experiment auch im geometrisch nichtlinearen
Bereich der moderaten Rotationen besta¨tigt. Wie man in Abbildung 7.20 er-
kennt, findet man auch hier eine gute Korrelation zwischen der gemessenen und
mit einem rein elastischen Materialverhalten simulierten Mittelpunktsverschie-
bung. Auch hier fu¨hrt die Simulation unter Verwendung viskoelastischen Materi-
alverhaltens zu einer zu hohen Abweichung vom Experiment.
Um zu u¨berpru¨fen, ob sich die in Abbildung 7.20 abgebildete Schwingung im
Bereich moderater Rotationen befindet, sind in Abbildung 7.21 die Rotationen
in verschiedenen Knoten des Finite-Elemente-Modells dargestellt. In einem Ab-
stand von 32,4 mm vom Plattenmittelpunkt findet man die gro¨ßten Rotationen
von bis zu 0,07 im Bogenmaß, was einem Verdrehwinkel von 4o entspricht. Wie
in Kapitel 2 beschrieben, wird somit die Grenze von 2o zwischen kleinen und
moderaten Rotationen um das Doppelte u¨berschritten. Allerdings bleiben die
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Abbildung 7.21: Maximale Rotationen in verschiedenen Knoten der Platte
Abbildung 7.22: Dehnung und Dehnrate im Plattenmittelpunkt
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Abbildung 7.23: Dehnung und Dehnrate in einem kleineren Zeitintervall
Neigungen unter der oberen Grenze moderater Rotationen von 10o. In diesem Be-
reich der moderaten Rotationen werden offensichtlich durch das hier verwendete
Strukturmodell auch die geometrisch nicht linearen Effekte wie Membrankra¨fte
zufriedenstellend erfasst.
Zur Kontrolle der Gro¨ßenordnungen der Dehnungen wird im Folgenden unter-
sucht, ob der Gu¨ltigkeitsbereich kleiner Dehnungen bei dem hier verwendeten
Schalenmodell nicht u¨berschritten wird. Dazu ist in Abbildung 7.22 die Deh-
nung im Plattenmittelpunkt in der obersten Schicht fu¨r die in diesem Abschnitt
beschriebene Simulation (rein elastisch) dargestellt. Wie man erkennt, handelt
es sich um kleine Dehnungen bis zu 0, 7 %. Außerdem sind in Abbildung 7.22
die Dehnraten, die sich bei diesen hochdynamischen Simulationen ergeben, in
diesem Integrationspunkt dargestellt. Schaut man sich das Intervall 0,008 s bis
0,009 s genauer an (Abbildung 7.23), erkennt man den Zusammenhang zwischen
der Dehnung und ihrer Ableitung, der Dehnrate.
7.5 Sensitivita¨t der Simulationsrechnungen
Um zu u¨berpru¨fen, wie empfindlich die Simulationsrechnungen auf A¨nderungen in
den Materialparametern reagieren, wird im Folgenden eine Sensitivita¨tsuntersu-
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Abbildung 7.24: Modifizierte Schwingungen
chung durchgefu¨hrt. Hierzu werden die rein elastischen Simulationen betrachtet,
da sie zu den besten U¨bereinstimmungen mit den Experimenten fu¨hren. Weil die
Schubmodule vom Elastizita¨tsmodul abha¨ngen, werden keine gesonderten Simu-
lationen mit separaten A¨nderungen in den Schub- und Elastizita¨tsmodulen durch-
gefu¨hrt, sondern lediglich der Elastizita¨tsmodul variiert. Da sich in Ziffer 4.2 eine
Streuung von ±10 % herausgestellt hat, wird nun mit dieser Streuung des Elasti-
zita¨tsmoduls auch in den Simulationen gearbeitet. Dazu sind in Abbildung 7.24
die urspru¨nglichen Simulationen und Simulationen mit entsprechend gea¨nderten
Elastizita¨tsmodulen dargestellt. Die Unterschiede in den Amplituden fu¨r die je-
weiligen A¨nderungen der Materialparameter zeigen erwartungsgema¨ß, dass fu¨r ei-
ne Verringerung der Materialparameter die berechnete Mittelpunktsverschiebung
gro¨ßer wird. Zahlenma¨ßig bewegen sich die Vera¨nderungen bei einer Verringe-
rung der Materialparameter fu¨r die Amplituden der ersten vier Perioden zwi-
schen 5, 0 % und 7, 4 %. Damit sind die Vergro¨ßerungen der Amplituden fu¨r eine
Verringerung der Materialparameter um 10 % geringfu¨gig ho¨her als die Verkleine-
rung fu¨r den Fall der erho¨hten Materialparameter. Diese bewegen sich zwischen
4, 2 % und 6, 6 %. Erwartungsgema¨ß erfolgt mit einer Reduzierung des Elasti-
zita¨tsmoduls, die einer Verringerung der Biegesteifigkeit der Struktur entspricht,
eine Verringerung der berechneten Frequenz um etwa 4, 1 %. Dementsprechend
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Abbildung 7.25: Modifizierte Schwingungen fu¨r vera¨nderte Einspannung
entgegengesetzt erho¨ht sich die berechnete Frequenz mit einer ho¨heren Biegestei-
figkeit der Platte. Die Erho¨hung fa¨llt etwas geringer aus, sie liegt bei 3, 5 %.
In Erga¨nzung zu der in Ziffer 7.3 durchgefu¨hrten Diskussion der Randbedin-
gungen sind in Abbildung 7.25 die Ergebnisse der Berechnung unter Annahme
elastischen Materialverhaltens fu¨r die modifizierte Lagerung dargestellt. Durch
die vera¨nderte Lagerung wird die Biegesteifigkeit der Platte reduziert. Analog zu
den Sensitivita¨tsuntersuchungen werden in diesen Simulationsrechnungen durch
die geringere Biegesteifigkeit die berechneten Amplituden gro¨ßer und die berech-
neten Frequenzen kleiner. Schließt man eine weitere Sensitivita¨tsuntersuchung
an, so erkennt man ein analoges Strukturverhalten in Abbildung 7.25 wie in Ab-
bildung 7.24. Selbst die prozentualen Vera¨nderungen der Simulationsergebnisse
untereinander bewegen sich in einem a¨hnlichen Rahmen. Die Vergro¨ßerung der
Mittelpunktsverschiebung bei einer Verringerung der Steifigkeiten liegt zwischen
5, 2 % und 6, 5 % fu¨r die ersten vier Perioden; die Frequenz verringert sich um
3, 8 %. Fu¨r den umgekehrten Fall der Erho¨hung der Steifigkeiten verringern sich
die Verschiebungen um 4, 4 % bis 6, 9 % wa¨hrend sich die Frequenz um 3, 1 %
erho¨ht.
Schwankungen in den Ergebnissen der Stoßwellenrohrexperimente ko¨nnen im Ver-
gleich zu den Parameterstreuungen als vernachla¨ssigbar gering betrachtet werden,
108 7 Stoßwellenbelastete Platten
denn wie im Kapitel 6 beschrieben, besitzt die Wegmessung eine Genauigkeit von
1/100 mm. Die fu¨r die Simulationen verwendeten Druckmessungen ko¨nnen an-
gesichts der piezoelektrischen Kurzzeitmesstechnik als genau genug betrachtet
werden.
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8 Zusammenfassung
In dieser Arbeit wurde das dynamische Strukturverhalten glasfaserversta¨rkter
Kunststoffplatten unter Stoßwellenbelastung untersucht. Zur theoretischen Mo-
dellierung wurde eine geometrisch nichtlineare Schalentheorie unter Beru¨cksich-
tigung von Schubdeformationen erster Ordnung angewendet. Zur Erfassung des
Materialverhaltens wurde sowohl ein rein elastische als auch eine viskoelastische
Materialbeschreibung beru¨cksichtigt. Zur numerischen Simulation der dynami-
schen Strukturverformung wurde ein Finite-Elemente-Programm verwendet und
erweitert, welches als Quellcode zur Verfu¨gung steht. Zur Simulation quasistati-
scher Probleme wurde das Programm Abaqus verwendet. Ein Ziel dieser Arbeit
war es, das theoretische Modell experimentell zu verifizieren.
Um realistische Referenzverformungen zu erhalten, wurden Experimente an Kreis-
platten in einem Stoßwellenrohr durchgefu¨hrt, wobei der auf der Platte wirkende
Druck sowie die Mittelpunktsverschiebungen wa¨hrend der Stoßdauer gemessen
werden konnten. Dazu wurde eine kapazitive Sensortechnik zur Wegmessung an-
gewendet, die fu¨r diese Experimente am Institut fu¨r Allgemeine Mechanik der
RWTH Aachen entwickelt worden ist. Die Druckmessung erfolgte mittels pie-
zoelektrischer Sensortechnik. Die Messungen dienten zur experimentellen Vali-
dierung der Simulationsergebnisse. Die zur numerischen Simulation notwendigen
Materialparameter wurden nicht mit Hilfe der Stoßwellenrohrversuche ermittelt,
sondern mit separaten Zug- und Dreipunktbiegeversuchen identifiziert. Auf diese
Weise wurde die Parameteridentifikation von der Validierung des Strukturmodells
getrennt.
Um berechnete und gemessene Strukurverformungen vergleichen zu ko¨nnen, mus-
sten in der Finite-Elemente-Modellierung die Randbedingungen genau definiert
werden. Da das Plattenmaterial sehr weich im Vergleich zu den als Einspannung
verwendeten Stahlflanschen ist, konnte die Randbedingung als starre Einspan-
nung betrachtet werden. Um das Plattenmaterial nicht zu quetschen, wurde die
Platte in Zusatzflansche eingespannt, so dass die Lagerkraft durch Schrauben
um die formschlu¨ssig eingespannte Platte herum u¨bertragen wird. Wa¨hrend der
Stoßdauer befindet sich an der dem Inneren des Rohres zugewandten Plattensei-
te ein Gas ho¨herer Dichte als außerhalb des Rohres. Dieser Sachverhalt wurde
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bei der Oberfla¨chenda¨mpfung in der Form beru¨cksichtigt, dass in der Simulation
die Da¨mpfung proportional zur Gasdichte erho¨ht wurde. Die Materialda¨mpfung
stellte sich als vernachla¨ssigbar klein heraus. Um ein breites Spektrum von Bela-
stungen zu erzeugen, wurden Treibgase unterschiedlicher Dichte verwendet.
In den Materialpru¨fversuchen stellte sich ein dehnratenabha¨ngiges Verhalten des
Plattenmaterials heraus, was sich durch eine Erho¨hung des Elastizita¨tsmoduls
in Abha¨ngigkeit zur Abzugsgeschwindigkeit bemerkbar machte. Dieses Werk-
stoffverhalten wurde in den Simulationen dadurch beru¨cksichtigt, dass getrennte
Rechnungen unter Verwendung rein elastischen und viskoelastischen Verhaltens
durchgefu¨hrt wurden. In allen Vergleichen zwischen Simulationsrechnungen und
Experiment stellten sich die Berechnungen mit Hilfe von rein elastischen Ma-
terialeigenschaften als die beste Vorhersage des Strukturverhaltens heraus. Eine
belastbare Erkla¨rung fu¨r diesen Sachverhalt liegt zur Zeit nicht vor. Allerdings
ko¨nnen wa¨hrend der kurzzeitigen Belastung Temperatura¨nderungen und mikro-
skopische Effekte (Reibung zwischen den Schichten) auftreten, die einen Einfluss
auf das Werkstoffverhalten haben, jedoch in dieser Studie vernachla¨ssigt wurden.
Stattdessen wird das Werkstoffverhalten pha¨nomenologisch durch die Materialpa-
rameter beschrieben. Eine weitere Untersuchung bezu¨glich der Art der Lagerung
zeigte, dass der Einfluss nicht zu vernachla¨ssigen ist. So wurden durch eine Ad-
aptionsrechnung Ergebnisse ermittelt, in denen bei einigen Druckverla¨ufen die
unter der Voraussetzung elastischen Materialverhaltens ermittelten Verschiebun-
gen gro¨ßer sind als die im Experiment gemessenen. Auch im Bereich moderater
Rotationen wurde das geometrisch nichtlineare Strukturverhalten zufriedenstel-
lend vorhergesagt. Hierbei traten Dehnraten von bis zu 80/s bei Dehnungen unter
1 % auf. Außerdem erwies sich das verwendete theoretische Modell als stabil ge-
genu¨ber Materialparameterschwankungen.
Zusammenfassend kann daher festgestellt werden, dass das entwickelte und expe-
rimentell validierte, geometrisch nichtlineare Strukturmodell zur Vorhersage von
Deformationen stoßwellenbelasteter Platten aus glasfaserversta¨rktem Kunststoff
geeignet ist.
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In dieser Arbeit wurde das am Ende von Ziffer 3.2 erla¨uterte, quasi-isotrope
Strukturverhalten gewa¨hlt, um den U¨bergang von isotropen Materialen, wie in
vorhergehenden Arbeiten von Stoffel [118] untersucht, zu Faserverbundstruk-
turen zu erleichtern. Hierfu¨r ist es zuna¨chst erforderlich, die U¨bertragbarkeit
der Versuchsdurchfu¨hrung im Stoßwellenrohr fu¨r nicht isotrope und nicht elek-
trisch leitfa¨hige Werkstoffe zu gewa¨hrleisten, wie in Kapitel 6 beschrieben. Da
das Stoßwellenrohr mit mehreren kapazitiven Wegsensoren ausgeru¨stet ist, die
u¨ber den Rohrquerschnitt verteilt sind, ko¨nnen auch Plattendurchbiegungen in
zueinander senkrechten Richtungen erfasst werden. Das bedeutet, dass nun Plat-
ten mit sta¨rkerer Anisotropie untersucht werden ko¨nnen. Mit den in Kapitel 4
dargestellten Grundlagen zur Materialparameteridentifikation von faserversta¨rk-
ten Kunststoffen ko¨nnen auch die Werkstoffkennwerte in den Hauptrichtungen
des anisotropen Materials ermittelt werden. Hierbei ist es notwendig, u¨ber die
Herstellerangaben hinaus eigene Materialpru¨fversuche durchzufu¨hren, um auch
das dehnratenabha¨ngige Materialverhalten zu untersuchen.
Zur genaueren Modellierung wurde in dieser Arbeit ein geschichtetes Schalenmo-
dell gewa¨hlt, damit der schichtweise Aufbau einer beliebig anisotropen Kunst-
stoffplatte wiedergegeben werden kann. Diese Modellierung der Einzelschichten
stellt eine Alternative zur Beschreibung des Gesamtverbundes der Platte dar.
Diese Modellierung ist theoretisch mo¨glich, es muss nur kritisch hinterfragt wer-
den, ob damit die Genauigkeit der Methode gesteigert werden kann, da in diesem
Fall die Werkstoffparameter der einzelnen Schichten nicht separat gemessen wer-
den ko¨nnen, sondern lediglich aus den Materialkennwerten von Matrix und Faser
berechnet werden mu¨ssen.
Ein weiterer Grund fu¨r die Wahl der Schalentheorie liegt darin, diese Studien auch
auf gekru¨mmte Fla¨chentragwerke wie beispielsweise Kugelschalen u¨bertragen zu
ko¨nnen. Die in Kapitel 2 vorgestellten Dehnungs-Verschiebungs-Beziehungen wur-
den allgemeingu¨ltig fu¨r Schalen hergeleitet. Allerdings sollte im Fall von Mem-
branschalen u¨berpru¨ft werden, ob durch die dominierende Wirkung der La¨ngs-
kra¨fte Delaminationen in den Schichten auftreten ko¨nnen, die im Strukturmodell
dann erfasst werden mu¨ssten.
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Im Fall schalenfo¨rmiger Versuchsko¨rper wird die Parameteridentifikation durch
die Kru¨mmung erschwert, und es mu¨ssen Mo¨glichkeiten gefunden werden, die
dehnratenabha¨ngigen Materialparameter zuverla¨ssig zu bestimmen.
Aufbauend auf der vorliegenden Untersuchung kann auch die Materialscha¨digung
bis hin zum Versagen der Struktur in die Simulation und Experimente einbezogen
werden. Dafu¨r wa¨re ein Umbau des Stoßwellenrohres notwendig, so dass Parti-
kel einer zersto¨rten Platte aufgefangen werden ko¨nnen. Auf theoretischer Seite
mu¨sste ein geeignetes Scha¨digungsmodell gefunden werden, das sowohl das Fa-
serversagen als auch Poren- und Rissbildung in der Matrix sowie das Ablo¨sen der
Schichten untereinander erfasst (Delamination). Mit dieser Problematik wu¨rde
vermutlich eine Erweiterung der Schalentheorie auf große Dehnungen einherge-
hen mu¨ssen. Zusa¨tzlich ko¨nnte eine genauere Untersuchung der tatsa¨chlichen
Vorga¨nge in den Auflagern Aufschluss daru¨ber geben, welche weiteren Pha¨no-
mene die Berechnung beeinflussen.
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